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Einleitung
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1 Ermittlung der abszissen- und der ordinatenparallelen Ellipse

1.1 Einleitung zum Thema der Singularwertzerlegung

Ziel ist es, aus der allgemeinen Berechnungsgrundlage der verschobenen und gedrehten Ellipse die
(Ko)Varianzen der ungedrehten Ellipse zu ermitteln.

p O (g YT T

V&)p/) n: VYY

S\ 2
v = Vi) — (X - X)

Im iibertragenen Sinne, die Elliptische Regression riickgidngig machen, wobei in obiger Ellipsen-

funktion die Varianz V)(ggg nicht explizit vorkommt.

Gleichzeitig konnen die Funktionsgleichungen der verschobenen abszissen- und ordinatenparallelen
Ellipsen ermittelt werden.
(x - x)°

Vxx

(x - x)°

V5= =YV + /Wy -

Grundlage ist die Singularwertzerlegung.

Colls S

Die Gleichungen zur Ermittlung der gedrehten (Ko)Varianzen V)((‘Q, ngf,) und C(¥) sind bekannt.

\% V;
V)((ﬁg = 2 o2 w+ XX sin? %)
n
Wy Vxx
V(LP) _rr. TAaX 2
vy " sin? P+ n - Cos” @
\% V;
C®) =sin g - cos - <YY - XX)
n n

Unbekannt sind der Drehwinkel ¢ der Ellipse, sowie die Varianzen Vx x und Vyy.

o Fiir einen Einheitskreis gilt notwendigerweise Vxx = Vyy =1
n-V)((“;z =cos?p +sin®p =1
n-Vé@) =sinp+cos?p =1

n-C® =g
Vi = )

o Fiir einen Kreis gilt mindestens Vxx = Vyy =V

V(S@)
XX — cos? p+sinp =1
V
V(SF)
n- XY —sin? o+ cos?p =1
|4
n-C® =g

ViR =7

e Fiir die Ellipse dann letztendlich:

1% Vx
V)((@g - Y - cos? ©w+ 7X sin? %)
n
1% V
Vﬁ(/f,) — 2 gip? v+ XX cos? %)
n n
1% V.
C’(‘P) — Sin(p . COS(,O . ( Yy _ ‘X‘X>
n n
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Es werden die reduzierten Varianzen eingefiihrt und umgestellt.

V)((Sgg 2 Vxx . 2 V}(/f/) 22 Vx x 2
n - ——= = Ccos + —— - sin n-—— =sin + —— - cos
Wy 7 Wy 4 Wy 4 Wy 7
=
V(W) - A _ V(W) .V V(W) A _ V(SO) .V
Xx ' VYY Yy VXX 2 YY Yy Xx VXX 22
' 2 2 =cos @ : 3 5 =sin“ g
VYY - VXX VYY - VXX
- (») (€2
22
Vix - Viy — Vyy - VB _sin"p tan?

Vix - V%) = Viy - V) cos?¢
Im Anstieg der Ellipse steckt nicht n, die Anzahl der Datenpaare der Urliste, jedoch in der Grofle
der Ellipse, bzw. in den (Ko)Varianzen.

e Die Summe der gedrehten Kovarianzen ist interessant.

1% 1% .
V)((Q = 2 cos? ®+ * . sin? 2 V}%f) = 22 - sin? Y+ X cos” ¥
n n
=
_ Vxx + Wy
ViR + Y
e Die Differenz der gedrehten Kovarianzen ist interessant.
\% V; \% V.
V)(g‘;g = XY os? o+ XX gin? 7 Vé‘g’,) = Y gin? o+ XX cos2 0
n n n n
- V. 1%
Xx — Vyy .
= W . (51112 Y — COS2 (,9)
Vix =Wy

o Differenz und Summe der gedrehten Kovarianzen gleichgesetzt.

Vxx+Vvy _ Vax =Wy (sin? ¢ — cos? )
R VWY

Vxx + Wy ViR - 1hY
P =T VY

= sin? @ —cos?p

Die Erkenntnisse grafisch dargestellt mit Vx x = 2 und Vyy = 1.

(@) y g (@) (@)
XX Vyy C

Darstellung der gedrehten (Ko)Varianzen.




Herleitung

1 Ermittlung der abszissen- und der ordinatenparallelen Ellipse

1.2 Herleitung der Singularwertzerlegung

Gegeben sei der Datensatz aus der Elliptischen Regression mittels Bestimmung der Achsen- und
Ellipsenfunktion nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Die Elliptische Regression wurde anhand dieses Beispiels mittels der Methode der Hauptkomponen-
tenanalyse durchgefiihrt.

(Xi - X)
) > S 2 S 2
i X; Y; X;—X Y,-Y (X; — X) (Y, -Y) -
(Y: = Y)
1 128 100 -567 -349 321489 121 801 +197 883
2 256 250 -439 -199 192721 39 601 +87 361
3 440 510 -255 +61 65 025 3721 -15555
4 640 160 -55 -289 3025 83521 +15 895
5 768 400 +73 -49 5329 2 401 -3 577
6 896 520 +201 +71 40 401 5041 +14 271
7 1152 750 +457 +301 208 849 90 601 +137 557
8 1280 900 +585 +451 342 225 203 401 +263 835
b 5560 | 3590 0 0 1 179 064 550 090 +697 670
Mie 5560 3590
X =—"=69 Y = —— =449
8 8
Ergeben sich folgende Varianzen und Kovarianzen:
1179064 697670 550090
XX =5 Cxy =Cyx = 51 Vyy = 51
=
Vxx = 1179064 Cxy = Cyx = 697670 Vyy = 550090
~ V 1179064
X — 147383
n 8
¢ = 097670 = 87208, 75
n 8
Vyy _ 550090 _ 68761, 25
n 8
Im weiteren Verlauf wird auch mit den reduzierten Varianzen oder Kovarianzen gerechnet:
e 1179064
XX Min (Vxx; C; Vyy)
~ 697670
Cxy =Cyx =
BTV Min (Vix: O Vyy)
Voo — 550090
Yy = Min (VX)(; C; Vyy)
=
- 1179064 Cronr — Crore — 697670 - 550090
FX T 550000 YT Y T 550000 YT 550090
i ~ ~ ~ ~
Vxx =2,144 Cxy =Cyx =1,268 Vyy = 1,000
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Vxx _ 2,144 Yoy _ 0, 466
Wy Vxx

Damit ist die Varianzenmatrix definiert:

Ve ( VR CE“’; )
@) A2

Aus dieser kann die Ellipsenfunktion (gedreht, unverschoben) ermittelt werden.

ViR WY

VX241V Y2 42.09 . XY — =0
- ()
_ " _ \/ ) -
y(ﬁ"):y_c .(X_X)iM. V(‘P)—(X—X)Q
1;2 () (¢) vy
Vyy n-Vyy
=

V%) = 449 40,2885 - (X — 695) £ 0,8101 - \/ 124296,42 — (X — 695)*

Sowie deren Ellipsenachsen.

- Y - X X2
Yi==-X Yo=—= - X4+—+Y
'TX S A
=
~ }7 ~ sy — Vxx }7 Vxx =Wy 5 \
Yi==-X Yo = -——= - X X+2'Y
1= % 2 ( C X) + C +
:> ~ ~
Y1 =+0,646 - X Yo =—1,548 - X + 1525

Die Ermittlung der Berechnungsgrundlagen fiir die gedrehten (Ko)Varianzen V)((“ig, Véf/) und C'(®)
sind aus ,,Elliptische Regression iiber die Hauptkomponentenanalyse* zu entnehmen.

Im weiteren Verlauf soll die Varianzenmatrix so manipuliert werden, dass die achsenparallelen El-
lipsen ebenfalls ermittelbar sind. Werkzeug soll dafiir die Singularwertzerlegung sein.
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1.3 Durchfiihrung der Singularwertzerlegung
Gegeben ist die Varianzenmatrix V(%) einer gedrehten aber unverschobenen Ellipse.
v — < VR C >
C®) V¥

Zusitzlich ist der allgemeine Aufbau einer Drehmatrix D bekannt.
A +B
(5 )

Die exakten Werte fiir A und B seinen vorerst unbekannt und sollen im Rahmen der Singularwert-
zerlegung ermittelt werden.

Die Matrix V' soll eine ungedrehte, unverschobene, das bedeutet zwei achsenparallele Ellipsen be-
schreiben, welche zu ij‘;) dquivalent sind. Die Riickdrehung erfolgt dann iiber:

v=DT.v®.p

- + A-V)QQ—B.CM)-A + A-V§*§3—B-c<v>)-3
_ A-C(W)—B-Vé‘g’))-B + A-C(W)—B-Véf,))-/l
V=
+(B- VB +A.C®) .4 +(B- Vi +4.c¥).B
— B-C(SD)_;_A.V}(/‘@) .B + B~C(9”)+A-V1£‘§/) A

Die Singularwertzerlegung ist dann durchgefiihrt und damit die Werte fiir V' bekannt, wenn die
Matrizenwerte der Nebendiagonalen von V' Null sind.

(B-vE+a-c)a—(B-cO+4-V) B=0

)4
(A.V)&Q—B-C(w) B+( <P>—B~vy(f2)~A:0

B (Vi )

— 2:
2.0 B 0

A2+ A

()
2-0

Ay = VO v 4 (v — v 14 o2
1;2 YY XX YY xx) +

Die Berechnungsgrundlage der Eigenwerte der gekippten Ellipse ist bekannt.

2
207 =Y+ vE £ \/ (W9 - V) +4-ce2
Damit kann der Wurzelwert substituiert werden.

o)
B

2- A+ ViR =208 - V¥

L NE VR
L2 = 700
Die triviale Losung dieses Ausdrucks hilft, obige Bedingung der Nebendiagonale fiir V' zu erfiillen.

B =@

A=) v
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b ( 2O —vE) 4o )
o) Al) —ye)

NG V(“’) -V)%‘;@ _ C(s&ﬂ) . (/\(w) _ V;{Q)
AO) —VEL) o) — ) vy;)) O

+Eg(¢) v 4 (w) ) C(w)).()\(v)_v)gg)

o2 4 (\) _ V;ﬁg) . V}%’)) .0

+ V)((‘gg -V)(f}g _ C(w)2> .0
+ .0 — e -Vé‘@)) : ()\(sa) _ V)((“‘;g)

+ (0@ . v+ (w V<so) o@Y . o
+(c@2 4 (W@ —vR) D) (A0 - v

Die Nebendiagonale ist tatsdchlich dann Null, wenn

(C(w V) (Aw _ V)gg) : C(w)) . (A«o) _ ngg) _ (Cw))z 4 (Aw) _ V;{Q) : ngv;)) 0@ —

(()\(w) _ V)((“Q) .V)((S‘;z _C w)2) C®) 4 ((A(w) _ V)%g) .o _ ol . V}%))(/\(w) _ V)((@g) -0

=
A@)2 _ 2@ (V)&Q n V}g@) T A o oL I

2O _ @) | 1) @ _ @\ 4. 2
2- M0 =Vix +Vpy £ Vix = Vpy ) +4-C
der Wert von A(¥) einen Eigenwert der Matrix V(%) annimmt.

Damit sind die Elemente Z1; und Z52 der Hauptdiagonale bestimmt.

Ty = (()\(w) _ V}Q‘;Q) vl _c <F)2) (/\(so — V) ) ((A(w) ) @) _ o) . V)(/‘*;’/)).CUF)
Ty = (C(w) V) 4+ ()\(w) _ V)((V;z) .C(w)>.c(¢)+<0(w)2 + ()\(@ _ V)(ng) .V%’)).()\(m _ V)((V;z)
Zu= (A9 —vR) Vi —2- 002 (X0 V) 4 002 )

2
o = ()\(w) - V)(&Z) V) 4 2. 02, ()\(w) _ V;&Z) + 2.y

=
2
2+ 2 = (M - ViR) "+ €2 ) (V9 +vR)
- A A 2
g futlem (Am _ V)((«;g) L o2
V(‘P) + V(‘P)
YY XX
=

2 2
Si= (N -vR) 12 5= (AP -VE) + 2

Damit sind zwei Singularwerte S bekannt. Die (Riick)Drehung der Ellipse ist beendet. Es existieren
nun die Berechnungsgrundlagen fiir zwei achsenparallele Ellipsen.
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Die Umkehrung der Berechnung von S ergibt fiir die Matrix V.

VA4 VA
A AP =i vl = D 2
S S
= VA4 V4
1+ A2 xx +Vyy S + S
=
VXX 0 _l' le 0
0 Wy )/ S 0 Zan
V- _zu \Z — 222
XX S YY S

Die Kovarianz C' zeigt, dass dies auch der Fall ist, verantwortlich fiir die Drehung einer Ellipse. C ist
bei einer achsenparallelen Ellipse gleich Null. Daher auch die Forderung, dass die Nebendiagonale
von V' Null sein muss. Eine Berechnungsgrundlage aus anderen Methoden zeigt dies deutlich mit
dem Drehwinkel ¢ der Ellipse.

C®) =singp - cosp - (e = f?)

Ce=0°) — C(@=90°) —

Das gilt natiirlich auch fiir die Matrix V.

2
1 (Aw) B V)(g;g) ) V)((ﬁ 0 Vxx 0
Vo—o = 5~ =
S 2
0 (,\(w) _ )((@g) V) 0 Vyy

Somit ist die Singuldrwertzerlegung beendet.

2
Vex (A=) v -2 002 (A viR) + @2 v

2
n (r-vR) +cen
2
By (A-1AR) WP 2002 (A-viR) + 02 VY
- 2
" (A=) + e

Und:
C=0

Fiir obiges Beispiel sind folgende ungedrehte (Ko)Varianzen Vx x und Vy-y ermittelt.

Grundlage sind folgende gedrehte (Ko)Varianzen.

Vi) =9187604 € =-35851,52 V%) = 12426821

o A\?) = 147412,24

S1 = 4369601006

= (@) (@)
¢ @
V)gxl ) _ n - 68732 = 549856 VY(Y‘ ) _ n - 147412,24 = 1179298
=
V(Agw) 68732
XX
= = 0,466
(\7) T 14741224
VYY
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o \¥) = 68732

Sy = 1820977613

(A8?) (>
Vix / =n-14741224 = 1179298  Vy,> 7 =n - 68732 = 549856

(¥)
VQE ) 14741224

(A7) 68732
YY

=2,144

Die Ellipsenfunktion ist berechenbar.

_ () \/ -
Yl(-g) =Y - < ' (X X) s VYY VYY (X - X)2
; V(<p) - V(‘P)
YY YY
= \/7
0 _ Vxx - Vyy
}/1:5 (QP) VYY (X X)
n- VYY
Mit: 87243, 76
=B 867
PXY = 0134383851.4
- %
V}(;;:o gl Vxx
n
—90° \%
V}%z/ 00°) _ 2 _ Wy
n
=
V) = ¥ 4+ /- \/ — 449 + 0, 6828 - \/147412 (X — 695)>
(x-x)

— 449 + 1,4645 - \/68732 — (X —695)

Y™ =¥+ \/Vxx

Der Anstieg der Hauptachse der gedrehten Ellipse:

Wy

V) Viy — V) LV 549856 - 124268 — 91876 - 1179298
vy VY Txx XX _ = tany = 0,646 = 32,8°

V;{*‘Q Vyy — Vxﬁff) Vxx 549856 - 91876 — 124268 - 1179298

Der abschlieende Test.
VXx/n + Vyy/n 2 147412 + 68732
V)((“‘;g + V)Sf) 91876 + 124268
= !
1=1
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2 Zusammenfassung der Singularwertzerlegung I

Es sind bekannt die (Ko)Varianzen der gedrehten Ellipse (V)((Q,V}(,f/) und C' (‘P)). Dann konnen die
Varianzen der ungedrehten Ellipse berechnet werden aus:

Vx ()\ — V;ggg)z . V;(*;g —9.0@2. ()\ v Q)) o2 . (ry)

n (/\7‘/)()()2+CV*’c

L 2 § ©w ( (@)
Yoy (A-VAR) W 42002 (A-vR) + @2 VR

n

(r- v}gﬁ@)Q + 2

Wobei A die Eigenwerte darstellen.

2
28] = VR + Vi £/ (5 - viR) 4. o2

Damit ergeben sich vier Varianzen, jeweils zwei fiir die abszissenparallele und zwei fiir die ordina-
tenparallele Ellipse.

Wy oy W
n n n n

Die Berechnungsgrundlage der originalen, gedrehten, verschobenen Ellipse.

ViR WY

VX244V Y2 42.09 . Xy — =0
- )
_ C VVxx WA -
Vi§ =¥ - S (X - X) £ VXY ) (x - %)’
; (¢) e
Vy n-Vyy
=

V9 =X+a (X =X)£84/y— (X - X)°

Die Berechnungsgrundlagen der verschobenen, abszissen- bzw. ordinatenparallelen Ellipsen.

V=) — ¥ & Ty x-x)
Vxx
.2
—0p° _ X —-X
Y1<;§_90 ) —Y + /VXX . “/7)
Yy

Y% Yi\/VYY \/1— (X - X)?
Vxx

Y= = Yi,/VXX \/1— (X - X)*
vy

Eine Kontrollméglichkeit ergibt iiber die inverse Bestimmung von n.

_ Vxx + Vyy
VR + Y

Vxx/n+Vyy/TL

1=
ViR A

Vxx n Wy

() ()
VX& Wy = n n

10
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3 Erweiterungen vorhandener Berechnungsgrundlagen

Berechnung fehlender Werte.

Eine Moglichkeit ist, die fehlenden Werte aus der bekannten Ellipsengleichung zu extrahieren. Erweiterungen

Ermittlung des Wertes von V)((“‘;g

Gegeben ist die Ellipsenfunktionsgleichung, umgestellt in die ,,Normalform*®.

Y% =449 40,2885 - (X — 695) £ 0,8101 - \/ 12429642 — (X — 695)*

V9 =Via (X-X)£8-\/y— (X -X)
Damit gegeben:
a = 0,2885 £ =0,8101 ~v = 124296,42

Die allgemeine Ellipsengleichung zeigt folgenden Aufbau:

_ () _ \/ . -
Yl(,g):Y—C -(X—X)iM- Vi) — (X - X)?
; V(w) n - V(LP)
YY YY
Damit sind V}(,f,) und C'(¥) ablesbar.
() )
Vyy =7 = 124296,42 ;== 40,2885
YY

C®) = —a - V%) = —0,2885 - 124296, 42 = —35859,52

Ein Term ist definiert:

Vxx VA
@ = ﬁ — 0’ 8101
n- Vg
- Vix - VA
DY 2 9 = 0,8101% - 124268,21% = 101343838514

Mit der in ,,Elliptische Regression von Datenpunkten iiber die Hauptkomponentenanalyse* entwi-
ckelten Vorschrift
Vix - Vyy =n2- (V)((“iz vie) C(wﬂ)

kann weiterentwickelt werden.

ViR - 00 = g v

=
32 V9?4 o2 C®)2
V)((ng = YY(@) = 62 . VY('f/) —+ ((p) = /62 . V}(/f/) — Q- C(SD)
| £%% vy
=

V)(;gg =0,8101% - 124268,21 + 0,2885 - 35851,52 = 81552,51 4 10343,2 = 91895,71

Ermittlung des Wertes von C'

Die Kovarianz C' der ungedrehten Ellipse ist aus den Anstiegen der Achsen der abszissen- und
ordinatenparallelen Ellipsen berechenbar.

- Vyy —Vxx Y Vxx =Wy & -
X Vo= (DY XXX 1) x DXV g0y
2 < C X) + C +

%
Y, = —-
X
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= _ _
X2 _Yy? C _n
= _
gi XY VXX7Vyy
n  X2_-Y2 n n
=

g 695449
n 6952 — 4492
Ermittlung des Wertes von pxy

- (147412 — 68732) = 87243, 76

Der Korrelationskoeffizient pxy ldsst sich iiber die eigene allgemeine Berechnungsgrundlage ermit-
teln.

C
Y= x Vay
C/n
P Vaxin Ver /n
87243, 76
PXYZ\/WW

Eine weitere Moglichkeit ist die Berechnung iiber den Anstieg der Hauptachse nach der ,,Methode
der kleinsten Quadrate® ayriq.

V; n V. 147412
PXY = OMKQ \/% oy =amMKQ - \/% =0a5928'\/m = 0,868

Ermittlung des Wertes von n

= 0,867

Es gibt keine Moglichkeit n zu rekonstruieren. Jedoch ist das fiir die weitere Verwendung kein
Problem, da in den Berechnungsgrundlagen der Ellipsenfunktionsgleichung, der Achsenfunktionen
und der abszissen- und ordinatenparallelen Ellipsen immer V/n gefordert wird.

12
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4 Zusammenfassung der Singularwertzerlegung I1

Ermittlung von V)((“;g und n. Beide sind nicht ablesbar aus den Funktionsgleichungen der Ellipse. Zusammenf. 11

Die Ermittlung der ungedrehten (Ko)Varianzen aus der Normalform der Ellipsenfunktionsgleichung.

Vi =Vta (X-X)£8-\/y- (X -X)°

C'©)ist berechenbar.

V)%gkann entwickelt werden.

ViR = W O = (a4 ) 4

ViR = (a®+ %) -y

Die Kovarianz C der ungedrehten Ellipse ist aus den Anstiegen der Achsen der abszissen- und
ordinatenparallelen Ellipsen berechenbar.

C XY _(Vxx VYY)

n X2 _Yy?2 n n

Der Korrelationskoeffizient p xy ldsst sich iiber die eigene allgemeine Berechnungsgrundlage ermit-
teln.

B C/n
Py VVxx/nVyy/n

Eine weitere Moglichkeit ist die Berechnung iiber den Anstieg der Hauptachse nach der ,,Methode

der kleinsten Quadrate® ans k.
VX b'e n
= QN K . 4 . —
PXY MKQ " \/ n Voy

13



Beispiel

Der Anstieg der Hauptachse.

Die Ellipsenachsen.

449
= arctan — = 0,574 = 32,86°
¢ = arctan , ,

Y, = 40,646 - X

Die gedrehten (Ko)Varianzen.

ViR

= 91876,04

C¥) = -35851,52

Die rekonstruierten, ungedrehten (Ko)Varianzen.

o A9 = 147412 24

Z11 = 300 - 10'?

S1 = 4369601006

Vxx =n- 68732 = 549856

Vxx

XX 0,466

Wy

Vo = —1,548 - X + 1525

5 Zusammenfassung des genutzten Beispiels
5 Zusammenfassung des genutzten Beispiels
(X - X)
il X Y, || xi-X | iV | (xi-X)* | (vi-Y) :
(Y —Y)
1 128 | 100 567 -349 321489 121 801 +197 883
2 256 | 250 -439 -199 192721 39 601 +87 361
3 440 | 510 255 +61 65 025 3721 -15555
4 640 | 160 55 -289 3025 83521 +15 895
5 768 | 400 +73 -49 5329 2401 3577
6 896 | 520 +201 +71 40 401 5041 +14 271
7 [ 1152 [ 750 +457 +301 208 849 90 601 +137 557
8 |[ 1280 | 900 +585 +451 342225 203 401 +263 835
v || 5560 | 3590 0 0 1179 064 550090 | +697 670
- 5560 3590
X =—"=69 Y = —— =449
8 8
=
Vxx = 1179064 Cxy = Cyx = 697670 Vyy = 550090
~ 1% C 1%
XX 147383 — = 87208, 75 % = 68761,25
- 1% V;
XX YY
XX 9144 XY 0,466
Wy Vxx

V2 = 12426821

Zoo = 644,1 - 102

Vyy =n-147412,24 = 1179298

14




5 Zusammenfassung des genutzten Beispiels

o \¥) = 68732

Z11 = 268,4 - 10" oy = 125,2 - 10*2
=
S, = 1820977613
=
Vxx =n - 147412,24 = 1179298 Vyy = n - 68732 = 549856
- 1%
XX
=2 =2, 144
Wy

Die Ellipsenfunktionen sind definiert.

Y570 = 449+ 0,6828 - \/147412 — (X —695)

Y570 = 449+ 1,4645 - \/ 68732 — (X — 695)*

Sowie:
Y\%) = 449 +0,2885 - (X — 695) = 0,8101 - \/ 124296,42 — (X — 695)°
=
Vi =V +a- (X-X)£8-\/v— (X -X)
=
o = 0,2885 3 =08101 v = 12429642

=

Vii2) = 124296, 42
=

0¥ = —35859,52
=

V%) = 9189571

Die Kovarianz C'.

C
— = 87243,76
n
Der Korrelationskoeffizient pxy .
pxy = 0,867

Die Ergebnisse grafisch dargestellt.
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400 R
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200] - y
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1 N
|
0 X N Y

200 400 600 800 1000 1200

Schwarz Die Ellipsenachsen mit Mittelpunkt,
Rot regressierte verschobene, gedrehte Ellipse,
Blau abszissenparallele Ellipse,

ordinatenparallele Ellipse

IATEX 2¢
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5 Zusammenfassung des genutzten Beispiels
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