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Einleitung

1 Einleitung zum Thema

1 Einleitung zum Thema

Ziel dieses Arbeitsblattes ist es, die Elliptische Regression iiber die Methode der kleinsten Quadrate
(MKQ) in der Ebene zu vervollstindigen. In [Dipa] war am Ende eine unzentrierte und gekippte
Ellipse als Ergebnis ermittelt. Diese soll zentriert und zuriickgekippt werden. Die Eigenschaften der
Varianzen als ein Indikator wird aufgezeigt.

Fiir die weitere Nutzung der in [Dipa] gewonnenen Berechnungsgrundlagen, werden diese auf die
Varianz- bzw. Kovarianzdarstellung umgestellt. So gilt fiir die Anstiege und Inhomogenititen der
Haupt und Nebenachse:
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Folgende Zusammenhinge sind bekannt:

Damit ergibt sich letztendlich fiir a, b, ¢ und d:
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Fiir die zentrierte, jedoch noch gekippte Ellipse gilt dann mit z); =y = 0:
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2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.1 Verschiebung des Systems in den Ellipsenmittelpunkt Py, (z/, yar)

Der erste Schritt ist es, die Ellipse zu zentrieren. Dazu wird das Koordinatensystem in den Mittel-  Verschiebung
punkt der Ellipse verschoben, Bekannt sind der Mittelpunkt der Ellipse mit Pys (a7, yas)

A
Y
P(x;y)
Yn
¥
P(Xp3¥y) — fin x":
X
(0;0) o
und x v
n n

aus der Verschiebung ergeben sich neue Datenpunktangaben P; (x;; y;) mit:

Tpn =T —TM Yn =Y —Ym
Beispiel aus [Dipb]:
1 ml y’L :En yTL
1 128 100 -567 -349
2 256 250 -439 -199
3 440 510 -255 +61
4 640 160 -55 -289
5 768 400 +73 -49
6 896 520 +201 +71
7 1152 750 +457 +301
8 1280 900 +585 +451
> 5560 3590 0 ~0
Mit 5560 3590
I]V[—7:695 yM:7—449

Und aus [Dipb]:
Vxx = (z; — xar)” C=(zi—zm)- (i —ymr) Yoy = (i —ym)’

Vxx = 1.179.064 C =697.670 Vyy = 550.088

C 697670
- - 1
= oy T 1mmooed - O oT

Sowie aus [Dipa]:
a = 0,5928




2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.2 Drehung des Systems auf die Abszisse Y (*=?)
Die nun zentrierte jedoch noch gekippte Ellipse wird nun abszissenparallel gestellt. Dazu wird der
Drehung bekannte Kippwinkel ¢ der Ellipse genutzt. Die Vorzeichen werden so gesetzt, dass eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn ein positives ¢ erfordert.

A

Yn

(xn:yn)+x“~\\
j*(X':y')

2’ =12, - cosp+ 1y, -sine Y = Yn - COSP — T, - SiN Y

Auch fiir den Winkel ¢ gibt es aus der HKA eine Berechnungsgrundlage.

¢ = arctan a = arctan

Vxx
=
x/:xn+yn'a yl:yn_xn'a
V14 a? V14 a?
=

I/:VXX'$n+y71,'O /:VXX'yn_JCn'C
VVig +C? VVix +C?

Damit ist die Ellipse zentriert und ungekippt. Das genutzte Beispiel wird weiter entwickelt.

i Tn Yn x’ y'
1 -567 -349 -666 -11
2 -439 -199 -479 +53
3 -255 +61 -188 +183
4 -55 -289 -195 -221
5 +73 -49 +38 -79
6 +201 +71 +209 -41
7 +457 +301 +547 +26
8 +585 +451 +733 +90
> 0 ~ 0 ~0 ~ 0




2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.3 Zusammenfassen von Verschiebung und Drehung

Die Berechnungsgrundlagen fiir die Verschiebung und Drehung konnen zusammen gefasst werden.
Daraus ergeben sich die folgenden Gesamtgleichungen:

/_VXX':Cn+yn'C /_VXX'yn*In'C

Ty =T — TN L, =Y — Yy mit T = =
n Yn y—-y W Y \/W

oo Vxx (@ —aa) +(y —ym) - C
N
y/:VXX'(y—yM)—(x—J?M)'C

VVE + C?




Achsen

2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.4 Neuermittlung von Haupt- und Nebenachse Y (¥=0°) 'y (¥=90%)

Die allgemeine Berechnungsgrundlage der Haupt- und Nebenachse der Ellipse ist aus [Dipa] gege-
ben mit:
vy —g. X +b y@d —c. X +d

Damit sind die neuen Achsen samtlichst definiert.

y(9=0°) _ 4(9=0°) | x 4 p(¢=0°) y (»=90%) _ .(¢=90°)  x + d(»=90%)
= c v
v — O x ylo=oor) _ _Vxx v
Vxx ¢

Ideal miisste die Achse Y (#=99°) senkrecht auf Y (¥#=9°) stehen. Daraus folgt, dass C' — 0 gilt mit
Vxx # 0. Der Winkel zwischen den Achsen ist demnach ein Indikator der linearen Regression nach
der Methode der kleinsten Quadrate.

fan g — — VXX
G,




3 Eigenschaft und Rolle von tan ¢

3 Eigenschaft und Rolle von tan ¢

Die allgemeine Berechnungsgrundlage der Haupt- und Nebenachse der zentrierten und ungekippten
Ellipse ist gegeben mit:

—_po C —oqo Vxx
yle=0) — = . x yle=90%) _ XX
Der Indikator ist definiert mit:
tan g = — XX
C

Da die Summe sténdig positiver Zahlen ein Vy x > 0 impliziert, fiir C' das jedoch nicht gilt, daher
auch den Wert 0 annehmen kann, sind zwei globale Félle unterscheidbar.

e tanp = £oo Die Haupt- und die Nebenachse sind orthogonal zueinander. Die Varianzen sind
auflosbar / unterscheidbar.

e tan ¢ = 0 Die Haupt- und die Nebenachse sind identisch. Es liegt eine Kreisregression vor. Die
Varianzen sind nicht auflosbar / unterscheidbar.




Ellipse

4  Ermitteln der neuen Ellipsenfunktion ¥, £~ =¥ =")

4 Ermitteln der neuen Ellipsenfunktion Yl(;f:x”’ =yn=0)

Aus den gewonnen Werten ' und 3’ kann die Ellipsenfunktion ermittelt werden. Die allgemeine
Berechnungsgrundlage aus [Dipa] ist gegeben mit:

f-e
A

Der Kippwinkel ¢ der neugewonnenen Ellipse ist Null, da diese ungekippt nun vorliegt. Gleichzeitig
fallt s und y; weg, da die Zentrierung abgeschlossen ist.

B
Yl(;“;):yM—&—Z(x—xM):I: A—(x—xM)2

yigmmemme=n _ By Se AT
; A A
Fiir ein ¢ = 0 ist der Anstieg einer Achse a = 0. Fiir die Koeffizienten A und B ist dann bekannt:
e a® + f? 0t 2-é
—_ —— B = .
1+ a? 1+ a?
=
Ale=0) _ f2 B¥=0) —
= e
Ve L
Die Haupt- und die Nebenachse ist definiert.
o2 Wy 2o Vx x
n n

Y(LP Tm=ym=0) _ / /

Fiir vorliegendes Beispiel ergibt sich somit ein Y(“a Tu=yM=0)

i x/ y/ x/2 y/2 :E/ . y/
1 666 -11 443.556 121 +7.326
2 -479 +53 229.441 2.809 25.387
3 -188 +183 35.344 33.489 -34.404
4 -195 221 38.025 48.841 +43.095
5 +38 79 1.444 6.241 -3.002
6 +209 41 43.681 1.681 -8.569
7 +547 +26 299.209 676 +14.222
8 +733 -90 537.289 8.100 +65.970
) ~0 0 1.627.989 101.958 +59.251
Vix = 1.627.989 Vyy = 101.958
C = CXY = CYX = 59.251
=
o 101958 /1627989
ylg=rar=um=0) i\/ \/ — 22 = +/12744,75 — 0,0626 - 2
1:2 1627989 8 2 = £+/12744, ’ *




4  Ermitteln der neuen Ellipsenfunktion Yl(fssz:yM:O)

Die grafische Darstellung dazu folgend, wobei ROT ermittelte Datenpunkte aus der Hauptkompo-

nentenanalyse (HKA) und die nach der Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) darstellt.
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Mit:
% V;
e=1/ X =112,9 F=4/2X =511
n n
Und: v
@ = — arctan EX = —87,9°= —0,488 - 7

Aus Interesse soll die gedrehte Kovarianz ermittelt werden. Aus [Dipc] folgt:
Vs 1%
n n

=
c»=0) — ¢

Die fiir die Ellipsendrehung verantwortliche gedrehte Kovarianz C'(¥=9 ist gleich Null.
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5 Zusammenfassung

S Zusammenfassung

Das Verschieben und Drehen eines Datensatzes im Zusammenhang mit der Elliptischen Regression
nach HKA erfolgt durch folgende Berechnungsgrundlage.

2 = Vxx - (x—zpm)+(y—ym) - C
VVix +C?
, Vxx-(—ym)—(x—xzp)-C

y = ‘ ‘
VVigx +C?

Wobei P; (z;;y;) den alte Datenpunkt und P; (z};y;) den neuen darstellt. Es werden dazu lediglich
die Mittelwerte ;s und yj; bendtigt.

Die nun zentrierte und ungekippte Ellipse besitzt die Form:

P Vyy Vxx
yle=zm=yn=0) _ i\/ r. \/ — a2
1;2 VXX n .

Mit den Varianzen Vx x und Vyy. Die Haupt- und Nebenachse besitzen einen Winkel var¢ zuein-

ander. Dieser ist definiert durch:
tan p = fVX—X
C
Idealerweise ist dieser 90°. Bedeutet, dass die Kovarianz C' des Datensatzes P; (x}; y;) gegen Null
geht. Ist das der Fall, konnten die Varianzen des Originaldatensatzes P; (x;; y; ) vollstindig aufgeldst

werden.

10



6 Beispiele

6 Beispiele

6.1 Beispiel I - vollstindige Auflosung

Gegeben ist folgender Datensatz

(i —xpr)
‘ Ti Yi (zi — 201)’ (i —ym)?
(Yi —ym)
I 3 B 2,778 I 1,667
2 2 0 11,112 0 0.000
3 +1 +1 0,112 I 0,334
4 41 1 0,112 I 0,334
> +2 0 0445 0 0,000
6 3 1 2,778 1 +1,667
2 +8 0 17,337 4 0,000
=
2 |
|
|
|
! 0— @
——
: \\
|
~ 0 & H >
l /|
-——L———‘/
1 P .
|
i
|
-2 . . L
4 -2 0 2
X
=
VXX:17,337 C=0 VYY:4
=
v
f:\/m:1,700 €=F:0,816
n n
Mit:
yg =0 zy = 1,334
Bei:
0
vy = =1,33 yMZE,Q
- 2.2 1 f2 e
e?-a?+ —e
= =2 B = _
1+ a? ’890 1+ a2
= . ,
e 5
Yl(;g):y]&[“!‘g'(x—l']\,{):tj. A_(.T—(EM)
=

Y\$) = 40,480 - \/2,890 — (z—1,334)%
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6 Beispiele

Sowie:

Vxx
tanp = ———— = —©

C

© =90°

Damit konnen die Varianzen vollstindig aufgelost werden.

Die Ermittlung der Werte ' und y/'.

(] — @)
i T Yi ; Y; (2 —2h)? | (s —yhy)”
(i — Yr)
1 +3 -1 +1,667 -1 2,779 1 -1,667
2 2 0 3334 0 11,116 0 0,000
3 +1 +1 0334 | 41 0,112 1 10,334
4 +1 -1 0,334 -1 0,112 1 +0,334
5 +2 0 +0,667 0 0,445 0 0,000
6 +3 +1 +1,667 +1 2,779 1 +1,667
S +8 0 0 0 17,334 4 0
=
2
1 — +
- T
D
~ -
" +
-2 ——
4 2 0 2 4
X
=
Vxx = 17,334 C=0 Vyy =4
=
V. %
f=1/=2 =1,700 e=1/—X =0,816
n n
=
R Wy Vxx
yle=zm=yn=0) _ :t\/ . a2
1,2 Vxx n v
=
Yg=rr=ur=0) = 10,480 - /2,890 — a2
Sowie:

1%
tarup:—%:—oo — © =90°

12




6 Beispiele

6.2 Beispiel II — unvollstindige Auflosung

Gegeben ist folgender Datensatz
(xi — M)
G T Yi (zi — CI?M)2 (yi — yM)2
(Yi —ym)
1 3 -1 1 1 -1
2 2 0 0 0 0
3 1 +1 1 1 -1
4 1 +1 1 1 -1
5 2 0 0 0 0
6 3 -1 1 1 -1
> 12 0 4 4 -4
=
2 T
N | /
S | s
L I 7
N ! <
1 ‘\\/-\//
[
5 S
; )
T
-1 ; : | o
/s : \\
s | ~
4 -2 0 2
X
=
VXX:4 C=-4 VYY:4
Es liegt eine Kreisregression vor.
V \%
=1/ 22X — 0,816 e= 1 —X =0,816
n n
Mit Linearer Regression — MKQ:
YHMKQ = —% + 2 YN MEQ = & — 2
Mit Linearer Regression — HKA:
ya;HKA =0 TNHKA = 2
= 2. .2 2 2 2 2 _ 2 2 2
e S e MY Bog l = _C -1 _,
1+ a? 2 1+ a? 2
= B f
e
Yl(é):yM—‘,—Z-(x—xM):I:7~ A—(z—=znm)

13
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6 Beispiele

Y% = +1/0,667 — (z — 2)°

Bei:

Sowie:

Damit kénnen die Varianzen nicht aufgelost werden.

Die Ermittlung der Werte 2’ und y/'.

12 0
6 M=
Vxx
fangp = — X _q
an ¢ C

o = 45°

(@i — @y)
i zi vi z vi || @ —a2h)? | - )’
(i — yum)
1 3 -1 +v2 0 2 0 0
2 2 0 0 0 0 0 0
3 1 +1 -2 0 2 0 0
4 1 +1 —V2 0 2 0 0
5 2 0 0 0 0 0 0
6 3 -1 +v/2 0 2 0 0
> 12 0 0 0 8 0 0
=
2
1
o b
4
2 1. . — .
4 -2 0 2 4
X
=
Vxx =8 C=0 Vyy =0
Es liegt eine Kreisregression vor.
V; \%
f=1/2%£ =1,155 LYY
n n
=
Yl(.ﬁngM=yM=0) \/VYY \/VXX 2
’ Vxx

14




6 Beispiele

X/I(ﬂ;:wM =ym=0) =0

s

Sowie:

tancp:—VX—X:—oo — © =90°

ISTEX 22
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