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1 Herleitung des Photonen-Wellenvektors &,

1 Herleitung des Photonen-Wellenvektors £,

Der Wellenvektor eines Photons im Vakuum ist definiert durch:
w
kvac = —
C

Je nach Einfallsrichtung des Photons bezogen auf ein fixes Koordinatensystem lisst sich der Wel-
lenvektor aufspalten in seine orthogonalen Vektoren.

Medium 1

Medium 2

Die orthogonalen Vektoren lassen sich mathematisch wie folgt beschreiben.
ky,=Fk-sinf k, =k-cosf

Befindet sich der x- Anteil des Wellenvektors oberhalb der Grenze z = 0 in einem angenomme-
nen Medium 1, dann #@ndert sich die Berechnungsgrundlage infolge des Brechungsindexes dieses

Mediums.
w

w
kvac = - - kmed =—"m
& C

w .
kmed;x - E Ny - sin 0
Infolge des Zusammenhanges zwischen Brechungsindex und Permittivitit gilt letztendlich:

n=\e

)

w .
km,ed:a; — ? . \/a -sin @

Analog, wenn man infinitesimal klein unter z = 0 annimmt.:

w .
kmed;z = — + /€2 - sinf
c

[J. Iff.
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2 Herleitung des Elektronen-Oszillators in einem Medium O (w)

2.1 Herleitung des allgemeinen Oszillators

Elektronen in (hier angenommen) ortsfesten Atomen werden durch eine einfallende elektromagne-
tische Welle zu transversalen Schwingungen angeregt.

Fiir die elektromagnetische Welle ist gegeben (Bei Vergleich mit anderer Literatur die Vorzeichen-
konventionen beachten!):
Yy = By - el @tk2)

Die Bewegung eines Elektrons kann mathematisch beschrieben werden durch:

1/,_@. 872 4 ﬁ +w?-
T e 5t2x 7 8tx Wo ¥

Dabei ist w3 - = der Resonanzterm des Elektrons, y - 3/0t - x der Ddmpfungsterm, der Rest der
allgemeine Bewegungsterm mit v = % und w2 = %, wobei D die Dampfungskonstante darstellt.
Beide 1) werden gleichgesetzt, was einer Kopplung zu einem gemeinsamen schwingfihigen System
fiihrt. 52 5

2 e
@x+7-ax+wo-x—Eo-E~

Es liegt eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung vor. Der ,,Storterm* S’ ist hier die
anregend einfallende elektromagnetische Welle. Die exakte und komplexe Losung der DGL dazu:!

ej<(w~t—k'z)

r=xq- et

Wobei fiir ¢ gegeben ist:
e 1

m Wit owey—w?

l‘oZEO

Werden nun die Maximalamplitude Ej, sowie die Elektronenmasse m und dessen Ladung e im
Ausdruck nicht betrachtet, erhilt man den elementaren Oszillator O (w) eines Elektrons.

1
O = —
@) Wt rwey—w?
=
w3 —w? —wy
Re (O (w)) = 5 Im (O (w)) = 2
(W — w?)” 4+ w?q? (Wi —w?)” + w?q?
=

1

(wg — w2)2 + w2y2

IFiir die inhomogene DGL muss nicht eine allgemeingiiltige Losung hier unbedingt hergeleitet werden. Es geniigt der
Fall, dass der linke und der rechte Term im Augenblick des Aufeinandertreffens an der Stelle z = 0 ein und den selben
mathematischen Ausdruck besitzen. Das ist dann die Losung, die hier geniigt.

€
S=FHy = et
m

_
2=0W) -S=40W)- % Ey-ewt
m
r/=O(w)-S/=+O(w)-£~Eo-j-w-ej‘“"t
m
:E"ZO(LU)-SN=7O(L«))-£-Eo-wz-ej‘“‘t
m

Es wird in den homogenen Term eingesetzt und gekiirzt.
o tya W ox= < -Eg -t
m
O(w)-(7w2+j-'y-w+w3) =1
t=0(w)-S=mx- el

Fortsetzung néchste Seite




2 Herleitung des Elektronen-Oszillators in einem Medium O (w)

2.2 Standardoszillator mit w, = 0

Bei einem Leiter liegen die Elektronen ungebunden vor, daher gilt wg = O und v = 0.

0w =
~ 1
Re (0()) = - Im (O (w)) = 0
~ 1
0@ =

Das entspricht einem harmonischen Oszillator mit all seinen Eigenschaften.

Die charakteristische Gleichung des linken homogenen Terms yf;:

N4y A4+wi=0

Daher:
¥ <2-wo
Die Losung:
yHa,1 =e*? -sin(b- x)
yH,2 =e** -cos(b-x)
—




2 Herleitung des Elektronen-Oszillators in einem Medium O (w)

2.3 Standardoszillator mit w, = 1

Betrachtung eines Elektrons als Oszillator definiert im Dielektrikum mit wy = 1 und daher v < 2.

1
O(w)_ 1+j'(.l-)"}/7w2
=
1—w? —wy
Re (O (w)) = 5 Im (O (w)) = 2
(=2 + w2 (1= ) 4w
=
1
O = ——
(1—w?)” +w?y
Mit:
v =1{0,1;0,2;0,3;0,5;1,0;1,5;2,0}
=
Re(0(w))
2
B 0,1
Re (O (w))Maz
Re (O (w))Min
=




2 Herleitung des Elektronen-Oszillators in einem Medium O (w)

|o(w)] 0,1

[
)
.

W
N———
=
o
A
2
A

N

|O(w)|Maac = (




[Dipb]

2 Herleitung des Elektronen-Oszillators in einem Medium O (w)

2.4 Ubergang zum GauBschen Wellenpaket

Die Hiillkurve eines GWP im Ortsraum:

_ (z—ct)?

E(x;t)y =e 22

Zum Zeitpunkt ¢t = O:
1 2
E(x)y=¢e 22"

Fiir die Losungen des homogenen Terms der DGL folgt rechtsseitig des Koordinatensystems:

-2,
5T

YH,1r =€ =YH 2, r

Die Symmetrie um die Ordinate erfolgt im Ubergang? zu:
2 .2

Tyt
YH1,s — € 16 K = YH,2,s

Damit ist b bestimmt und das GWP im Frequenzraum.

b2:§.i
T2
- 2 1 2
4 w
Ew==-—-e ™77
T
Mit:
~v=1{0,1;0,2;0,3;0,5;1,0;1,5;2,0}
=

TE(o) o

o 4 2 0 2 4

Die Eigenschaften, zuerst Kontrolle der Normierung:

+oo
E(w)dw=1
Stelle des Maxima: )
™y
Stelle der Wendepunkte:
V2 2 V2 2
Pwa= |+ oy et Pwa= -1 g = e?
4 Ty 4 ™y
Bandbreite:
V2
Aw = ?ﬂ 1,253
Das FWHM:

WEFWHM = i% Vr-In2 — Awpwgypy =7 - Vr-In2 = 1,177 - v

Zaus [Dipa]
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3 Herleitung des Oberflichen-Plasmon-Wellenvektors kgp.,

Die Herleitung erfolgt iiber die elektromagnetischen Wellengleichungen in x-Richtung in zwei ver-
schiedenen Medien (Medium 1 oberhalb z = 0 und Medium 2 unterhalb).

By = (Ep1;0; Byy) - e (keremert) gikerz
Hy = (0; Hyp;0) - eF (horomert) g e
By = (Eq2;0; Eop) - ¢ ketmwt) L glherz
Hy = (0; Hy2;0) - el haa—wt)  ojheaz

Nach Anwendung des folgenden Maxwellschen Ausdrucks erhélt man:

V-E=0

ks ks
Eq,=-F; — E,.o=—E.; —%
1 U 2 2,
Fiir die magnetischen Felder erfolgt analog mit dem Faradayschen Gesetz der elektromagnetischen
Induktion: 5

H

Eq Eyo
z HyQZW'€2'€0' z
kzl kz2

Beim Medieniibergang an der Stelle = = 0 muss fiir einen stetigen Ubergang des elektrischen und
des magnetischen Feldes gelten (sonst kann es zu keiner Anregung eines Oberflachen- Plasmons
kommen).

Hyl =W:+*£1 &0

Hyl = Hy2 By = Ep
- E
1 1
H=w-e gy — H=w-¢ -y —
z1 kzl
=
€1 - &9
kzl sz

Fiir die k sind die Uberlegungen aus -Herleitung des Photonen-Wellenvektors k- verfiigbar.

e-k2=k2+ k2

=
ko =/e1-kZ—kZ  kpp=le2 k2 — k2
=
et €3

e K2 — k2  ep K2 k2

Durch Umstellung und Vereinfachung ergibt sich endgiiltig fiir den Wellenvektors des Oberflichen-
Plasmons:

B2 — 2. €1 &2
.=
€1+ ¢e9
=
w E1 €9
k’SP::r,:*' =
C €1+ €2
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4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflichen-Plasmon

4.1 Bedingung aus dem Realteil des komplexen Brechungsindexes - 1. Anre-
gungsbedingung

Der Wellenvektor des einfallenden Lichtes an der Grenzfliche Prisma (Glas) zu Metall (Gold):

w

ky=— +\/ep-sinf
c

Der Wellenvektor des Oberflichen-Plasmons an der Grenzfliche Metall (Gold) zu Prisma (Glas):

w Ep-Eq
ksp=—-\|———
c ep +Eeg

Fiir die Anregung eines Oberflichen-Plasmons miissen Betrag und Richtung der Wellenvektoren
gleich sein, damit Energie- und Impulsiibertragung von Photonen in Oberflichenplasmonen moglich
ist:

ky = ksp

= co
sin?= —=
epteq

Der Winkel 6 ist begrenzt und fiir Anregungsbedingungen real. Daher gilt:

0° <0 <90°
=
1>sin?0>0
=
epteg>eq >0
=

—ep<0<eq

Letzteres ist die 1. Anregungsbedingung fiir Oberflichen-Plasmonen. Damit Oberflachen- Plasmo-
nen an einer Grenzschicht existieren konnen, miissen die Realanteile der Dielektrizitidtskonstan-
te der beiden Medien von unterschiedlichen Vorzeichen sein. Dies ist bei vielen Dielektrikum-
Metallkombinationen (zum Beispiel Luft/Metall) im mittleren und fernen Infrarot der Fall.

10



4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflichen-Plasmon

4.2 Bedingung aus dem Imaginiirteil des komplexen Brechungsindexes - 2.
Anregungsbedingung

Betrachtung eines Elektrons als Oszillator. So ist dieser definiert im Dielektrikum als:

1

OD(w):w§+j-w-5D—w2

Das Elektron liegt in einem Dielektrikum gebunden vor und besitzt daher eine Resonanzfrequenz
wo. AuBerdem ist der Oszillator geddmpft mit der Stéirke 0.

Bei einem Leiter liegen die Elektronen ungebunden vor, daher gilt wg = 0.
1
0] =
L(w) j'W'éL—WQ
Fiir den Fall des angeregten Plasmons liegen beide Oszillatoren gekoppelt vor.

1 1

Wtjw-bp—w? jrw-dp—w?

w (W) =j-w- (6 (w) = dp (w))

In den Dampfungsfaktor wird der imaginédre Anteil der Absorptionskonstante eingesetzt.

wp (W) =w - (ap (W) — ar (w))

Da sowohl der linke wie auch der rechte Term positive Werte verlangt, muss fiir den Klammeraus-
druck gelten:
ap (w) —ar (w) >0

ap (w) > ar, (w)

Letzteres ist die 2. Anregungsbedingung fiir Oberflichen-Plasmonen. Damit Oberflichen-Plasmonen
an einer Grenzschicht existieren konnen, muss die Absorption des Dielektrikums grof3er sein, als die
des Metalls. Fiir die zu nutzende Frequenz muss das Metall durchsichtig werden. Dies ist dann der
Fall, wenn gilt:

w >>0r

Dies entspricht einem stark entdimpften Oszillator.

11



4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflachen-Plasmon

4.3 Brechungsindex der Metalle - 3. Anregungsbedingung
Der Brechungsindex eines Metalls (Leiter) ist definiert durch:
n?=1+wp 0w,
Fiir obigen Ausdruck vereinfacht sich n:
2

_“p

n =
w2

Fiir einen imagindren Wurzelausdruck ist das betrachtete Metall ein starker Absorber, fiir einen
reellen Ausdruck wird es durchsichtig. Daher:

w > wp

Ist das eingestrahlte Licht groBer als die Plasmafrequenz wp ist die 3. Anregungsbedingung erfiillt.

p
Eo-m

w(p)>e-

Die Plasmafrequenz hingt ausschlieBlich von der Elektronendichte p ab. Fiir zum Beispiel Kupfer
betrigt die Mindestwellenldnge.
A > Ap = 120nm

Kupfer wird demnach erst im hohen Ultraviolettbereich transparent.

12



4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflichen-Plasmon

4.4 Zusammenfassung der Anregungsbedingungen

Gegeben sind aus den vorhergehenden Kapiteln drei Anregungsbedingungen. Diese kénnen in einer
Dispersionsrelation zusammen gefasst werden. So gilt aus der dritten Anregungsbedingung fiir die
Plasmafrequenz:
p
Eo-M

w>e:-

Eingetragen in ein Diagramm fiir die Dispersionsrelation gilt dann grafisch:

(o]

Anregungsbedingung erfiillt !

Anregungshedingung nicht erfiillt !

Die Dispersionsrelation mit der
dritten Anregungsbedingung eingezeichnet.

Die erste und zweite Anregungsbedingung ergaben sich aus der Gleichsetzung der Wellenvekto-
rengleichungen am Ubergang der Medien 1 und 2. Am Schnittpunkt beider Grafen ist die Anre-
gungsbedingung erfiillt.

kx

\Anregungsbedingung erfiillt !

Die Dispersionsrelation mit der ersten
und zweiten Anregungsbedingung eingezeichnet.

Beide obigen Abbilder werden zusammengefasst:

o
ky

k

Alle drei Anregungsbedingungen eingezeichnet.
Insgesamt ist die Anregung so nicht moglich.

Aus der letzten Abbildung ersichtlichen Diskrepanz zwischen den zwei Gebieten mit erfiillten Anre-
gungsbedingungen lisst sich schliefen, dass an einem einfachen (zum Beispiel in der unmittelbaren
Natur) Medieniibergang wie Luft/Metall oder Wasser/Metall sich kein Oberflachen-Plasmon beob-
achten ldsst.

Ausweg ist das Verschieben des Schnittpunktes von kgp und k, in den Anregungsbereich oberhalb
der Plasmafrequenz hinein durch:

e Geeignete Medienauswahl wie Dielektrikum und Metall, damit die Grenze der Plasmafrequenz
nach unten verschoben wird.

e Anderung des Lichteinfallswinkel 6 so, dass der gemeinsame Schnittpunkt nach oben verschoben
wird.

o Anderung der einzelnen Permittivititen und deren Verhiltnisse durch geeignete Einkoppelaufbau-
ten auf den Medieniibergang zum Zweck, dass der gemeinsame Schnittpunkt nach oben verschoben
wird.

13



4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflachen-Plasmon

4.5 Weitere Kopplergeometrien

Neben den bekannten Kopplergeometrien gibt es noch weitere, um Plasmonen anregen zu konnen.

4.5.1 Sinusformige Gitterstrukturen

Direkt auf die Oberfliche wird eine sinusformige Gitterstruktur aufgebracht mit bekannter Periode
und Verhéltnis von Minima und Maxima. Diese Mafinahme unterbricht die Invarianz der Oberfla-
che unterschiedlicher Wellenvektoren zwischen einfallender und ausfallender Strahlung. Entlang der

Oberflache gilt dann:
27
ky.ovr = kg v £ 10+ 7

Wobei g die Gitterkonstante darstellt und n ein Element der natiirlichen Zahlen ist. Ist der Unter-
schied zwischen Minima und Maxima des Gitters relativ klein (< g), dann gilt:

2
k-sin® = kgp +n - -~
g

Ist diese Gleichung erfiillt, dann kommt es zur Anregung eines Oberfldchen-Plasmons mit dem Wel-
lenvektor kg p. Gleichzeitig ist Ergebnis der Erfiillung dieser Gleichung, dass die Dispersionsrelation
nicht mehr eindeutig ist. An der Stelle 7 g ist eine Liicke im Grafen zu sehen, das ,,Stop-band*. Ist
eben diese Liicke grofl genug, dass der obere Teil samt des gemeinsamen Schnittpunkts mit der Ge-
raden der Dispersionsrelation des einfallenden Lichts iiber die Plasmafrequenz ,,rutscht*, kommt es
gezwungenermafien zur Anregung von Plasmonen.

Anregungshedingung erfiillt

Die Dispersionsrelation unter Nutzung eines Gitters mit dem ,,Stop-band*.

Die zwei Grenzmoglichkeiten der Wellenausbreitung wenn A = g.

14



4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflichen-Plasmon

4.5.2 Raue Oberflichen

Durch die ,,Ausschmierung*® der elektronischen Ladung gegeniiber dem Ionenrumpf entsteht ein
Dipol an der Oberfliche und an Stufen (raue Oberfliche). Dies stellt eine Potentialbarriere dar, wel-
che zu verschiedenen neuen Phinomenen und letztendlich zur Plasmonen-Anregung fiihrt.

. Y. . . . .

Potentialbarriere an einer
rauen Oberfliche a) und an einer Stufe b).

3smoothening
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4 Anregungsbedingung fiir ein Oberflachen-Plasmon

4.5.3 Symmetriebruch
Analytisch beschreibbar mit zwei Fallunterscheidungen:
Rayleigh-Streuung

Die GroBe des Streupartikels ist sehr viel kleiner als die Wellenldnge (< 0, 1\). Das Licht ,,sieht*
einen sehr symmetrischen Kristall.

Mie-Streuung

Die GroBe des Streupartikels liegt in der Groflenordnung der (= ) Wellenldnge. Das Licht ,,sieht*
einen sehr unsymmetrischen Kristall. Kommt es dann zu einer Resonanz mit der Streueffizienz wird
ein Plasmon angeregt.

Photonischer Kristall

Plasmonen, die Anregung ist mit Photonen direkt moglich. Allein durch den Symmetriebruch. Das
Problem ist zudem analytisch 16sbar.

5&0&@%@(

Wirkung von Nanopartikeln auf einer
Oberfliche zwecks Anregung von Oberflichenplasmonen.

IYTEX 26
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