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1 Einleitung zum Thema

1 Einleitung zum Thema

Ziel dieses Arbeitsblattes ist es, die Elliptische Regression iiber die Hauptkomponentenanalyse
(HKA) in der Ebene zu vervollstindigen. In [Dipb] war am Ende eine unzentrierte und gekippte
Ellipse als Ergebnis ermittelt. Diese soll zentriert und zuriickgekippt werden. Die Eigenschaften der
Varianzen als ein Indikator wird aufgezeigt.




2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.1 Verschiebung des Systems in den Ellipsenmittelpunkt Py, (z/, yar)

Der erste Schritt ist es, die Ellipse zu zentrieren. Dazu wird das Koordinatensystem in den Mittel-
punkt der Ellipse verschoben, Bekannt sind der Mittelpunkt der Ellipse mit Pys (a7, yas)

A

Y

¥
P(xq3yp)

fO;Oi

und X v
IM:X:{ z} yM:Y:{i}
n n

aus der Verschiebung ergeben sich neue Datenpunktangaben P; (x;; y;) mit:

LTp =T —TM Yn =Y —YM
Beispiel aus [Dipb]:
1 Xq Yi Tn Yn
1 128 100 -567 -349
2 256 250 -439 -199
3 440 510 -255 +61
4 640 160 -55 -289
5 768 400 +73 -49
6 896 520 +201 +71
7 1152 750 +457 +301
8 1280 900 +585 +451
> 5560 3590 0 ~0
Mit: 5560 3590
.’L‘M:T:695 y1\4:T:449




2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.2 Drehung des Systems auf die Abszisse Y (*=?)

Die nun zentrierte jedoch noch gekippte Ellipse wird nun abszissenparallel gestellt. Dazu wird der
bekannte Kippwinkel ¢ der Ellipse genutzt. Die Vorzeichen werden so gesetzt, dass eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn ein positives ¢ erfordert.

A

Yn

(xn:yn)+x“~\\
j*(X':y')

2’ =12, - cosp+ 1y, -sine Y = Yn - COSP — T, - SiN Y

Auch fiir den Winkel ¢ gibt es aus der HKA eine Berechnungsgrundlage.

p = arctan I
T M

x,_JTn'xM+yn'yM y,_yn'CCM—In'yM
Vi + Y Vi + i

Damit ist die Ellipse zentriert und ungekippt. Das genutzte Beispiel wird weiter entwickelt.

i Tn Yn ' y'
1 -567 -349 -666 +13
2 -439 -199 -477 +70
3 -255 +61 -181 +189
4 -55 -289 -203 -213
5 +73 -49 +35 -81
6 +201 +71 +207 -49
7 +457 +301 +547 +6
8 +585 +451 +736 +63
> 0 ~ 0 ~0 ~ 0




2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.3 Zusammenfassen von Verschiebung und Drehung

Die Berechnungsgrundlagen fiir die Verschiebung und Drehung konnen zusammen gefasst werden.
Daraus ergeben sich die folgenden Gesamtgleichungen:
_ _ . ;T TM T YnYM , YnTM — TnYM
T =T —2ITM Yo=Y —Yym mt z = y =

Vil tuke T Ve ok

o = (x— ) - 2p + (Y — yYnr) - Y
VT i
;- W—ym) -z — (T —2M) Yu

T VA




2 Durchfiihrung der Drehung und Zentrierung

2.4 Neuermittlung von Haupt- und Nebenachse Y (¥=0°) 'y (¥=90%)

Die allgemeine Berechnungsgrundlage der Haupt- und Nebenachse der Ellipse ist aus [Dipa] gege-
ben mit:

c X c

y(%b:O):Z.X y(%b#o):<m_y).){+w.){+2.y
X
Die Achse Y (#*=0) jst aus den Werten X und Y nicht definiert, da beide nach der Verschiebung den
Wert Null ergeben. Durch die anschliefende Drehung wurde jedoch festgelegt:

yle=ob=0) _ Y def
X

Damit kann dann auch Y (¢=0:6#0) ermittelt werden.

Vyvy =V Y Vxx — W _ _
ylpb0) _ YY 7 VXX v -y XX T VY v 9.7
c x T -

yle=bz0) _ Vyy —Vxx
C
Ideal miisste die Achse Y (#=0:0#0) genkrecht auf Y (¥=0:0=0) stehen. Daraus folgt, dass C' — 0
geht. Das ist jedoch nur dann der Fall, wenn die Varianzen der Originaldaten vollstindig aufgelost
werden konnen. Der Winkel zwischen den Achsen ist demnach ein Indikator der Regression und der
Hauptkomponentenanalyse.
Vyy — Vxx

tan p = c




3 Eigenschaft und Rolle von tan ¢

3 Eigenschaft und Rolle von tan ¢

Die allgemeine Berechnungsgrundlage der Haupt- und Nebenachse der Ellipse ist aus [Dipa] ist
gegeben mit:

y(%b:O):%.X y(%bio):(M_Y).X_,_M[.X_,_Q.Y

c X C
Definiert man als Hauptachse die Achse, welche durch den Koordinatenursprung verlauft Y (#:0=0)
und als Nebenachse, die orthogonal dazu verlaufende Y (¥-*#0) dann gilt fiir die Anstiege:

1
(‘vaio) e
Y Y (070)
=
X Wy -Vxx Y
Y C X
= _ _
Y X noo Ny —Vax
X v "MT ¢

Diese Aussage ist fiir die zentrierte Ellipse richtig, da z3; = yas = 0 gilt. Damit gilt fiir den
Normalfall und den vordefinierten Quotienten:

Y 0 X N

—_ = _ = xX0

X Y
=

tancpzioo Vyy—VX)(#O C—-0
Das Pendant dazu hat folgende Form:
Wy = Vxx =0 C#0
=
tanyp =0

Damit sind zwei globale Fille unterscheidbar.

e tanp = =£oo Die Haupt- und die Nebenachse sind orthogonal zueinander. Die Varianzen sind
auflosbar / unterscheidbar.

e tan ¢ = 0 Die Haupt- und die Nebenachse sind identisch. Es liegt eine Kreisregression vor. Die
Varianzen sind nicht auflosbar / unterscheidbar.




4 Ermitteln der neuen Ellipsenfunktion

Y(@ zpm=ym=0)
1;2

4 Ermitteln der neuen Ellipsenfunktion

Aus den gewonnen Werten ' und 3’ kann die Ellipsenfunktion ermittelt werden. Die allgemeine

Berechnungsgrundlage aus [Dipa] ist gegeben mit:

Der Kippwinkel ¢ der neugewonnenen Ellipse ist Null, da diese ungekippt nun vorliegt. Gleichzeitig

B
V9 =yu+ < (@ —an) £

f-e
A

fallt s und y; weg, da die Zentrierung abgeschlossen ist.

Fiir ein ¢ = 0 ist der Anstieg einer Achse a = 0. Fiir die Koeffizienten A und B ist dann bekannt:

Alp=0)

le(;ss:l’M =ym=0) _ 4=

=z = =0)
Y(SO TM=YM —
1;2

€2 g2 4 f2
1+ a2

= f?

Die Haupt- und die Nebenachse ist definiert.

9 Wyy
e = —_—

— (.’E — {,C]w)z

B .
B oo fe a2
A A
e
N 1+a?
B¥=0) —
e
N JF2 g2
7 f

f2=

Y(LP Tm=ym=0) _ / /

Fiir vorliegendes Beispiel ergibt sich somit ein Y(“a Tu=yM=0)

(p=2pm=ym=0)
}/’1;2

1 x! y x'? y"? 'y

1 -666 +13 443.556 169 -8.658

2 -477 +70 227.529 4.900 -33.390
3 -181 +189 32.761 35.721 -34.209
4 -203 -213 41.209 45.369 +43.239
5 +35 -81 1.225 6.561 -2.835

6 +207 -49 42.849 2.401 -10.143
7 +547 +6 299.209 36 +3.282
8 +736 +63 541.696 3.969 +46.368
> 0 ~0 1.630.034 99.126 +3.654

Y(SO:ZL’JVI:yM:O)

)

Vxx = 1630034
C= CXY = CYX = 3654

1630034

:i¢9%%.
1630034

%

8

Vyy = 99126

— 22 = £4/12390, 75 — 0, 0608 - 22




4  Ermitteln der neuen Ellipsenfunktion Yl(fssz:yM:O)

Die grafische Darstellung dazu folgend, wobei ROT ermittelte Datenpunkte aus der Hauptkompo-

nentenanalyse (HKA) und die nach der Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) darstellt.
300 - f :
200 .
100 I N

#j#// | = E++GI

-100

-200
YV N N S N S N NN A [ N N
800 -600 400  -200 0 200 400 600 800
%
Mit:
1% V;
e= /X =111,3 F=1/2X =451,4
n n
Und: v v
( = arctan % =—89,9°=—-0,499 - 7

Aus Interesse sollen die gedrehten (Ko)Varianzen ermittelt werden. Aus [Dipc] folgt:

\% \%
V)((’;g = —ZY - cos? @+ 7):( - gin? %)

Vs V.
v 2 Wy e Yax
n n

1% %
O =singp - cos g - (YY - XX)

n n

- \% _ = V.
viEm0 = YV c=0 — vl = XX
n
Die gedrehten Varianzen sind gleich der ungedrehten. Die fiir die Ellipsendrehung verantwortliche
gedrehte Kovarianz C'(¥=9) ist gleich Null.




5 Zusammenfassung

S Zusammenfassung

Das Verschieben und Drehen eines Datensatzes im Zusammenhang mit der Elliptischen Regression
nach HKA erfolgt durch folgende Berechnungsgrundlage.

2 = (x—xnm) -2+ (Y —Ym) - Ym
573?\,[ + Z/fw

, W—ym)xm—(x—2Mm) Ym

vy = 2 2
VI T Yy

Wobei P; (z;;y;) den alte Datenpunkt und P; (;y;) den neuen darstellt. Es werden dazu lediglich
die Mittelwerte s und yj; bendtigt.

Die nun zentrierte und ungekippte Ellipse besitzt die Form:

P Vyy Vxx
yle=zm=yn=0) _ i\/ r. \/ — a2
1;2 VXX n .

Mit den Varianzen Vx x und Vyy. Die Haupt- und Nebenachse besitzen einen Winkel var¢ zuein-

ander. Dieser ist definiert durch:
Wy — Vxx

C

Idealerweise ist dieser 90°. Bedeutet, dass die Kovarianz C' des Datensatzes P; (x}; y;) gegen Null
geht. Ist das der Fall, konnten die Varianzen des Originaldatensatzes P; (x;; y; ) vollstindig aufgeldst
werden.

tan p =

10



6 Beispiele

6 Beispiele

6.1 Beispiel I - vollstindige Auflosung

Gegeben ist folgender Datensatz

(i —xpr)
‘ Ti Yi (zi — 201)’ (i —ym)?
(Yi —ym)
I 3 B 2,778 I 1,667
2 2 0 11,112 0 0.000
3 +1 +1 0,112 I 0,334
4 41 1 0,112 I 0,334
> +2 0 0445 0 0,000
6 3 1 2,778 1 +1,667
2 +8 0 17,337 4 0,000
=
2 |
|
|
|
! 0— @
——
: \\
|
~ 0 & H >
l /|
-——L———‘/
1 P .
|
i
|
-2 . . L
4 -2 0 2
X
=
VXX:17,337 C=0 VYY:4
=
v
f:\/m:1,700 €=F:0,816
n n
Mit:
yg =0 zy = 1,334
Bei:
0
vy = =1,33 yMZE,Q
- 2.2 1 f2 e
e?-a?+ —e
= =2 B = _
1+ a? ’890 1+ a2
= . ,
e 5
Yl(;g):y]&[“!‘g'(x—l']\,{):tj. A_(.T—(EM)
=

Y\$) = 40,480 - \/2,890 — (z—1,334)%

11



6 Beispiele

Sowie:
fanp = Y ZVxx
4 c
=
© =90°
Damit konnen die Varianzen vollstindig aufgelost werden.
Die Ermittlung der Werte 2’ und y/'.
(2} — ')
i z; vi z} i || @ =) | v
(i — var)
1 +3 -1 +1,667 -1 2,779 1 -1,667
2 -2 0 -3,334 0 11,116 0 0,000
3 +1 +1 -0,334 +1 0,112 1 -0,334
4 +1 -1 -0,334 -1 0,112 1 +0,334
5 +2 0 +0,667 0 0,445 0 0,000
6 +3 +1 +1,667 +1 2,779 1 +1,667
> +8 0 0 0 17,334 4 0
=
2
! —+ ¢
e N
L @D
~ __//
r +
-2 — — :
-2 0 4
X
=
Vyx = 17,334 C=0 Vyy =4
=
V Vs
f=1/=2 =1,700 e=1/—X =0,816
n n
=
y(p=2m=yn=0) _ j:\/VYY I Vxx o,
1;2 VXX n
=
Yg=rr=ur=0) = 10,480 - /2,890 — a2
Sowie: v v
tamp:%:—oo — © =90°

12




6 Beispiele

6.2 Beispiel II — unvollstindige Auflosung

Gegeben ist folgender Datensatz

(i —xpr)
{ T; Yi (i — CI?M)2 (yi — yM)2
(yi *yM)
1 3 -1 1 1 -1
2 2 0 0 0 0
3 1 +1 1 1 -1
4 1 +1 1 1 -1
5 2 0 0 0 0
6 3 -1 1 1 -1
> 12 0 4 4 4
=

L | #

] N ! v

: ! /\ i

1 / . \

7 5 S

] \ /‘ /

] AN

: S R— *

] Vi : \\

] Ve |

-4 -2 0 2

X
=
Vxx =4 C=-4 Vyvy =4

Es liegt eine Kreisregression vor.

5
f:\/¥:0,816

Mit Linearer Regression — MKQ:

YHMKQ = —T + 2

Mit Linearer Regression — HKA:

Yy HKA =0

_62-a2+f2

1+ a2

Yl(.,é’) =ym +

A

= 0,667

. (,T—.T]\,,{):t

e:\/&:0,816
n

YN:MKQ =T — 2

f-e
A

13



6 Beispiele

=
Y% = +1/0,667 — (z — 2)°
Bei:
12 2 0
€T = — = = — =
M 6 Ym 6
Sowie:
tan ¢ = 7VYY — Vax =0
c
=
¢ =0°
Damit konnen die Varianzen nicht aufgelost werden.
Die Ermittlung der Werte 2’ und 3/’
(xz LE?»[)
i i 7] v | @) | )’
(Y — Yr)
1 3 -1 +1 -1 1 1 -1
2 2 0 0 0 0 0 0
3 1 +1 -1 +1 1 1 -1
4 1 +1 -1 +1 1 1 -1
5 2 0 0 0 0 0 0
6 3 -1 +1 -1 1 1 -1
> 12 0 0 0 4 4 -4
=
2
1 L
1 L
-2 —t
4 2 0 2 4
X
=
Vxx =4 C=-4 VWwy =4

Es liegt eine Kreisregression vor.

% %
f=1/=2 =0,816 e=1/ 22X =0,816
n n

Yl(:g=1f1\/1=y1u=0) \/“Z; \/VXX 2

14



6 Beispiele

Yig=rm = =0 — 4/0,667 — a2

Sowie:
VWwy =V o

ISTEX 22
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