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1 Eine kurze Einleitung

1 Eine kurze Einleitung

1.1 Die Idee des Interpolationsfilters

Aufwand und Nutzen stehen nicht immer im Einklang. Besonders stark ist dieses Phanomen bei der
Entwicklung von Software zu beobachten. Das spiter hinterher geschobene Benutzer(Handhand)-
buch zollt diesem Fakt noch seinem Tribut, meist in englischer Sprache.

Selbst schon bei der Experimentalsoftware innerhalb eines vorhergehenden Projektes ist es nicht
anders. Effektiv besteht das dort realisierte Interpolationsfilter aus einer (beim unsymmetrischen)
bzw. vier (beim symmetrischen Filter) Programmzeilen.

BH)=((BAD-BH-1))/(1-0))-((1+£)-0)+B(H-1)

I(D=((BAD-BH-1))/(1-0))-((1+)-0)+B(H-1)
1(2)=((BAD-B(H-1))/(1-0))-((-1)&-0)+B(H-1)
B(H)=I(1)

BM-1)=I(2)

Der Rest sind Anpassungs-, Oberflichen- und/oder Zusatzsoftware. Aber gerade diese 0, ... % obig
beschriebener Software sollen nachfolgend von Interesse sein.

Als im November 1995 in einer Vorlesung im Fachgebiet Mathematik/ Informatik mir die Idee eines
Filters auf Grundlage eines besonderen, programmierbaren Interpolationsvorganges aufkam, war
die Urschrift lediglich eine locker beschriebene Seite lang. Dem Umstand zugrunde, dass keine freie
Rechentechnik iiber lingere Zeit und auch diese selber zur Verfiigung stand, wurde nicht weiter
an dieser Idee gearbeitet. Jetzt, da die Randbedingungen sich verbessert haben und ein konkreter
Einsatzgrund besteht, wurde besagte Urschrift nun die Grundlage des hier vorliegenden ,,Werkes*.

Hiillkurven und Abklingfunktionen eines Interpolationsfilters
Symetrischer und unsymetrischer Filkertyp

BZ(€)z93 BZ&)a5:

+[0.5"w[1+0.5]) {0bere Hiilkurve - unsym, |, Filterh
+[0.5"%(1+0.5)°2) {Obere Hiilkurfe - sym. | -Filter}
A(0.5"w(1+0.5)"2) {Untere Hiilkurve - sym. .- Filterk
0.5" %1+ 0.5]" 2*sin[pid 242+1]] {Abklingfunktion sym.- | - Filter}
0.5"%7(1+0.5Fsin{pis 27 2%+ 1]] 8 bklingfunktion unsym. |- Filter}

Interpolationswerte

| Interpolationsschritte |

E=05;y=1

Deckblatt der Urschrift des Projektes I- Filter

[001]ff.
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1 Eine kurze Einleitung

1.2 Die Interpolation als mathematischer Begriff
1.2.1 Allgemeines

Unter Interpolation' versteht man das Ermitteln einer unbekannten GroBe aus den bekannten (Rand)-
Werten einer Funktion. Dabei handelt es sich um ein (An)N&herungsverfahren der gefundenen Grofle
an den (noch) unbekannten wahren Wert, welcher gesucht wird und nach einer geniigen groen An-

Interpolation allg. zahl von Interpolationsdurchldufen dann hinreichend genau getroffen wird. Zur Iteration besteht der
Unterschied, dass am Ende wiederum eine Funktion zur Verfiigung steht.

Methoden sowie Vorgehensweisen der direkten und indirekten Interpolation wurden geniigend be-
schrieben und sind in der einschlédgigen Literatur nachvollziehbar.

Im weiteren Verlauf wird lediglich auf die Interpolation mit Hilfe von Gleichungen in erster Potenz
zugegriffen, ein Verfahren, welches unter dem Begriff der ,.Linearen Interpolation® bekannt ist.

IEs existiert natiirlich auch die direkte Interpolation, wobei eine Funktion ermittelt wird, welche Datenpunkte abbildet
ohne Zwischenwerte zu ermitteln.
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1.2.2 Lineare Interpolation
Das Tangentenverfahren zur Ermittlung einer Grof3e aus zwei Randbedingungen sei hier von Bedeu-
tung.

Einer bekannten, mathematisch beschreibbaren, jedoch nicht einfach zu handhabbaren Funktion

f (z) soll ein Wert entnommen werden, welcher offensichtlich zwischen zwei schon vorher ermit-

telten oder anderweitig bekannten Randwerten liegt. Eine Umstellung soll in unserem Falle nicht
moglich sein, mit Hilfe der LI ist jedoch der Wert ermittelbar.

Beispiel dafiir soll folgende Funktionen sein:

1 x

f@)=p-ere g@)=—> -~

) ) =5

Der Schnittpunkt dieser Funktionen ist nicht explizit ermittelbar, bekannt jedoch ist und dies ldsst
sich leicht nachpriifen, dass folgende Randpunkte existieren.

Pz (05 p) Pyz) (p;0)

Dies reicht nun aus, um fiir einen speziellen Fall, d.h. z.B. fiir p = 1 und ¢ = 2 den Wert ,,z* zu
ermitteln fiir den Fall, wo gilt f (x) = ¢ (x). Hier die Lsung, jedoch nicht ausfiihrlich, sondern das
Endresultat berechnet mittels fiinf Interpolationsstiitzstellen fiir f (x):

f@=pe?—f0)=1-e2" = Py 0;p) = P (0;1)

=
1 1 1 1
17:33~y1+T6'y4+§~y7+1~y1o+§-y13
°L 1 et S
> p—ig1 Ysi-z > on—itz Y32
i=1 i—1
Mit: .
Yy =p- e_q'(f'o) =p=1
=
P = T
Ys=p- e~ (3ur) n=4 Y3.(n—3)+1 =P € P e
é 2
P N
yr=p- et (Gmtyus) n=4 Y3.(n—2)+1 =P € 9 X ST Va2
=
n—1
—q- 1 . .
Yio=p- e~ (Fuitivitiur) =4 Y3-(n—1)+1 =P € X e Vi
=

n
S 1
~y1+§-y4+i~y7+%-y1o) n= E X:1 i1 Ysim2

- —a¢-(s 4 — =
Y3 =p-¢ — Y3nt1 =pP-€ T

Ergibt dann fiir den Startwert p = 1:

y1=1
é 1
ys =1-e=2(31) = 0,367879...
=
yr = 1. e 2(31+3:0.367879) _ 419847 ...
=

yio = 1- e—2~(%~1+%~0,367879+%~0,419841) — 0. 425802
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o (l.q4l. 1, 1
yis=1-¢ 2-(£5:1+1-0,367879+1-0,419841+1.0,425802) _ 0,426265...

Fiir x l4sst sich dann errechnen:

1 1 1
T = 3 14+ — 6 -0,367879 4 - 3 -0,419841 + — 1 -0,425802 —|— - 0,426265

z = 0,426305...

Schnell sieht man, wie sich Stiitzstellenwerte und Gesamtergebnis anndhern. Bei einer Zweistellen-
genauigkeit wiirden zwei Interpolationsdurchliufe schon hinreichend sein. Benutzt man statt f ()
die Funktion g (), dann sieht das Gesamtbild folgendermafBen aus:

1 x 1 1
g(z)= ~ 'lng —g(p)=-5-In7 = Pyy (0;0) — Py (p;0) — Py (150)
=
N IUURE SRS BURNE B |
Yy = 32 X2 16 Ts 3 xs 1 Z11 5 Z14

5 1
1 net o1
} : op—it1  T3i-1 T E : on—itz 3i-1

i=1 i=1

Mit dem Startwert z = p = 1:

n—3
1 1 1 n=4 1 1 1
= -In (p : (2 962)) T TRt = T In <p : § ,W %11)

i=1

1 1 /1 1 s 1 1 =2 1
Ty = _g.ln (p' (4-x2+2-x5>> — Z3.(n—2)42 = _a.ln (p.;W.x&i_l

n—1
1 1 1 1 1 n=4 1 1
T = —aln (p . <8 “ T2+ 1 " Ts5 + 5 '$8>> — T3 (n—1)+2 = _6 <p Z 9(n— 1) i1 x3‘i1>

Tig=——M| —+ | —" T i - X - — X3n = ——-In{ —-
14 q p 16 2 ] 5 4 8 2 11 3n+2 q p 2n i+1

Ergibt dann:

1’2—1
~ 1 1 1
——Z.In(=-(Z2-1 = 4
=3 n<1 <2 )> 0, 346573
=
1 1 1 1
=__.] — . =.1 — . A = 492 2...
=3 n(l (4 +50.3 6573)) 0, 42985
=
1 1 1 1
T =5 -1n (1 . (8 -1+ 1 0, 346573 —|— -0, 429852)) = 0,425990...
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=

1
T4 = —75 -

1 1 1 1 1
5 In ( . ( -1+ --0,346573 + 1 -0,429852 + 3 0,425990)) =0,426329...

1 16 8

Fiir y ldsst sich dann errechnen:

1 1 1 1 1
=—-14+—-0,346573 + - - 0,429852 + — - 0,425990 + — - 0,426329
R R T MR 1 T3
2
y = 0,426304...
2Fiir eine Probe soll hier geniigen: f% . ln% =1-e72% = 1n0,426 = —2.¢720426 = 0 853 =
—0,853
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1.2.3 Anwendung im vorliegenden Thema

Grundsitzlich ist ein Interpolationsfilter dazu geeignet, bekannte Funktionen (und im spiteren Ver-
lauf Signale) mittels festgelegten, mathematisch beschreibbaren Algorithmus zu veridndern. Zwei
Randbedingungen sind jedoch einzuhalten beachten:

e Die Ausgangsfunktion muss im Wertebereich, sowie im Definitionsbereich diskret beschrieben
werden. Die Anzahl der Stiitzstellen ist endlich und bekannt.

e Der Abstand dieser Stiitzstellen ist konstant.
o Ist die Ausgangsfunktion ein Signal, so ist es ein pulsamplitudenmoduliertes Signal.

o Ist das Ausgangssignal ein pulsamplitudenmoduliertes Signal, so ldsst es sich als Datei bearbeiten
und speichern.

Letzteres wird im weiteren Verlauf benutzt unter dem WAV- Format, vornehmlich im vorliegenden
Fall mit einer 8- Bit- Wertebereichsdarstellung. Die Anzahl der Stiitzstellen im Definitionsbereich
ist abhiingig von der Abtastrate und begrenzt durch die Definition des Formates WAV selbst.

[Modul Oszillograph — BZ (c)1999

Beziehung zwischen einer mathematischen Funktion [A], hier eine Sinuskurve,und dem
dazugehorigen PAMB- Signal [B]. In Detail [C] wurde dem Signal ein Offset hinzugefiigt
von der Hilfte der Amplitude, dies entspricht dann den Konventionen des WAV- Formats.

Der enge Zusammenhang zwischen einer interpolierfahigen Funktion und einem PAMB- Signal
ermdglicht den Einsatz eines Interpolationsfilters nicht nur in der Mathematik, sondern auch in Be-
reichen, wo PAMB- Signale bearbeitet werden sollen.

Im Weiteren soll deshalb auch nicht streng getrennt werden zwischen Funktion im mathematischen
Sinne und dem Signal im physikalischen Sinne. Des Weiteren wird auch nicht mehr ausdriicklich
von einem PAMB- Signal geschrieben, das Wort Signal bezeichnet eben dieses ab jetzt.
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2 Die Beschreibung des primiren Kalkiils

Funktionen kann man auf verschiedenerweise mathematisch beschreiben. Die bekanntere Art, ex-
plizit in der Form y = f (z) und/oder implizit als F' (x;y) = 0. Erstere wird im weiteren Verlauf

Desweiteren ist es moglich eine Funktion beliebiger Form mittels Stiitzstellen ausreichend zu be-
schreiben. Fiir die Funktion y = f () gilt:

= f(z)
Yo = f(xzo+0-Ax)
1= f(xo+1-Ax)
Yo = f (2o +2-Ax)
ys = [ (zo + 3 - Ax)

Die dazu gehorigen Punkte auf dem Grafen der Funktion sind nun beschreibbar in der Form:

Zur Erkldrung von Ax wird festgelegt:

Az =const. = f (xp11) — f (Tn) = Ynt1 — Un

Nun steht einer Interpolation, die der Stiitzstellen nichts mehr im Wege.

y=fix)
1
P
I// ?
| I |___,'F-"’P"5
o

— 17 [ B |B 5

Fo

X S X S X & X S X X & X X
BZ (&) 2002

Zur Erkldrung der Begriffe ,,Stiitzstelle” und ,,Ax*.

[001]ff.
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Durchfiihrung

2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.1 Durchfiihrung der Linearen Interpolation
2.1.1 Allgemeines

Moglichkeiten der Linearen Interpolation (LI) wurden vorgehend beschrieben. Jedoch sind in der Er-
mittlung markanter Punkte einer Funktion (Schnittpunkte, Nullstellen usw.) nicht die Moglichkeiten
der LI erschopft. Auch die Berechnung von allgemeinen Werten ist moglich. Wiederum sind dazu
zwei Stiitzstellen notig, die moglichst zwei Randpunkte sein sollten (aber nicht unbedingt miissen).
Je nach Kriimmung der Funktion an der betrachteten Stelle miissen dann diese zwei Stiitzpunkte
mehr oder weniger eng stehen, um hinreichend genaue Ergebnisse zu erhalten.

fix)
, // h(x)
i
L= |p
R 1
|
Xy X, X BZ () 2002

Prinzip der Linearen Interpolation.

Prinzipiell wird zuerst eine Hilfsgerade h (x) zwischen den Stiitzstellenpunkten Py (xo;y0) und
Py (xo; yo) gezogen, von denen wiederum vorausgesetzt wird, dass diese bekannt sind. Durch Ein-
setzen von x- Werten in die Hilfsgerade werden dann die gesuchten y- Werte interpoliert. Ergebnis
ist dann der Punkt P (29;y2).

_ Y1 — Yo

(22 — w0) + Yo
r1 — To

Y2

10



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.1.2 Anwendung im vorliegenden Thema

Die LI allein ist noch nicht die Grundidee eines I- Filters. Mit der Ermittlung von y, gibt es noch
keine nutzbare Funktion, wenn man diesen Vorgang auf ein Signal bezieht. Es bleibt auch dann die
Frage, wie die notwendige Festlegung Az = 1 eingehalten werden kann.

Die Grundidee eines Interpolationsfilters besteht daher darin, dass man das ermittelte yo zuriickzu-
weist einem Stiitzpunkt, entweder zu yg oder y;. In der Konsequenz koénnen so vier verschiedene
Moglichkeiten ermittelt werden.

Bz Interpolationsfilter nach der Riickfiihrung
©
2002 vorwarts rickwarts
=
]
., [ 2
H 3 Typ:"SVI" Typ:"SRI"
)
=
|7
c
]
2
=
]
o
E Typ: "UVI" Typ: "URI"
z
=
=

Typen von Interpolationsfiltern

Im weiteren Verlauf wird nun jeder Typ im Einzelnen beschrieben. Zuvor muss jedoch auf einer
Anderung der Bezeichnung der Stiitzstellen hingewiesen werden. Wihrend die Stiitzpunkt auf der
x- Achse mathematisch exakt mit indizierten z,, bezeichnet wurden, gibt es im Folgendem eine
Bezeichnung mit indiziertem y,,, welche mit Pfeilen auf dem bezeichneten Stiitzpunkt parallel zur
y- Achse zeigen. Nicht der x- Wert an sich, sondern der y- Wert ist im weiteren Verlauf von Interesse.
Mit der allgemeinen Festlegung, dass Ax konstant ist und im Besonderen 1, ist nicht die Stellung an
sich wichtig, sondern die y- Werte der Nachbarstiitzstellen an den Orten x,,_; und z,,41, so also die
Werte von y,,—1 und 4,41

11



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.1.3 Der Riickfiihrungstyp ,,Unsymmetrisch Vorwirts Interpoliert

Dieser Typ ist der einfachste und wird zuerst beschrieben. Drei Stiitzpunkte sollen gegeben sein: yy,
y1 und yo. Letzterer wird nicht gebraucht, da lediglich eine Interpolation erfolgt. Die Hilfsgerade
h () wird berechnet und dann der Interpolationswert ermittelt, dessen Stellung auf der z- Achse
zufillig gewihlt wurde (bei yo + 0,5 - (y1 — yo)). Das Ergebnis wird nun riickgefiihrt und zwar in
Richtung aufsteigender Indizes von y. Daher die Bezeichnung ,,Vorwirts interpoliert™ Die Werte in
der folgenden Abbildung sind zufillig gewéhlt und sollen den Vorgang nur veranschaulichen. Der
neue Wert, dem y; nun zugewiesen wird, besitzt die Bezeichnungy; .

Typ: UVI

y2
BZ ¢ 2002

Beispiel einer riickgefiihrten Interpolation vom Typ: ,,UVI*

12



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.1.4 Der Riickfiihrungstyp ,,Unsymmetrisch Riickwirts Interpoliert*

Der gleiche Vorgang, wie im letzten Abschnitt, jedoch wird zwischen den Stiitzpunkten y; und y- die
Hilfsgerade i (x) gebildet und wiederum in der Mitte, jetzt von y; und ys, interpoliert. Die Riickfiih-
rung erfolgt jetzt entgegen der Zdhlrichtung der Indizes. Die Bezeichnung ,,Riickwirts interpoliert*
weist darauf hin.

Typ: URL

af’

- ifx)
AN /’T\—i

yl

2

¥
v BZ g 2002

Beispiel einer riickgefiihrten Interpolation vom Typ: ,,URI*

13



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.1.5 Der Riickfiihrungstyp ,,Symmetrisch Vorwirts Interpoliert*

Dieser Typ ist in der ersten Phase identisch mit UVI. Das Ergebnis ist’y;. AnschlieBend wird eine
Interpolation angeschlossen, welche mit URI vergleichbar ist. Zu beachten ist jedoch, dass die Hilfs-
gerade ¢ (x) nicht mit y; sondern mit‘y; und yo gebildet wird. Das Ergebnis wird riickgefiihrt und
als "y, bezeichnet, als Zeichen dafiir, dass zweimal interpoliert wurde. ,,Symmetrisch* bezeichnet,
dass die Lagen der Interpolationsstellen symmetrisch zu der dazwischen liegenden Stiitzstelle, hier
Y1, liegen.

2
¥ BZ (¢) 2002

Beispiel einer riickgefiihrten Interpolation vom Typ: ,,.SVI*

14



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.1.6 Der Riickfiihrungstyp ,,Symmetrisch Riickwirts Interpoliert*

Als letztes wird der Typ SRI behandelt. Erst wird y; und y, interpoliert, riickwirts zuriickgefiihrt
und dann interpoliert zwischen *y; und yo. Nach Riickfithrung vorwirts steht “y; letztendlich zur
Verfiigung.

Typ: SRI
h(x)

“y1
At T

i

Moot .50,
i s |
yl

yo

y2
BZ () 2002

Beispiel einer riickgefiihrten Interpolation vom Typ: ,,.SRI*

Verstindlich diirfte sein, dass “y;,srr nicht zwangsldufig gleich 1,5y 7 sein muss.

15
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2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.2 Die allgemeine Interpolationsgleichung

Auf Grundlage der voran gegangenen kann nun eine allgemeine Interpolationsgleichung gebildet
werden. Diese ist von allen vier Riickfithrungstypen unabhingig und betrachtet die Stelle n — 1, n
und n + 1. Sie ist so voll iiber die ,,Linge* der Funktion anwendbar.

Beginnend mit der Stelle n = 1 kann folgendermalen interpoliert und anschlieend riickgefiihrt
werden (zuerst ohne Vereinfachung):

. Y1 — Yo .
v zo—1-Ax—20—0-Ax (i1 = o z) + o
. Y2 — Y1 .
= (xjo — 20— 1 Ax) +
Y2 To—2-Ax—x9—1-Ax (is2 0 )+
. Y3 — Y2 .
Y3 = (w43 — w0 — 2+ Ax) +Y2

ro—3 -Ax—20—2-Ax
\y4:%.(.‘.)+...

Nach leichter Vereinfachung ergibt sich dann folgendes Bild:

n :%'(xi;l—xo—o'ﬁl‘) +%Yo

Yo = y2A_J;y1 . (5171';2 —x9—1 A(ﬂ) +\y1

Y3 = ySA_xy2 : (xi;g —:Eo—?-Ax) + Yo
\y4:i.(...)+...

In den letzten Berechnungsgrundlagen tritt der Wert x;.,, auf. Er bezeichnet die Stelle zwischen y,, 1
und y,, an der die Interpolation durchgefiihrt werden soll. Wenn die Interpolation voranschreitet,
d. h von y,, auf y,,41 inkrementiert wird, dann muss auch z;,, zu x;.,1+1 werden. Daher ist die
Berechnungsgrundlage folgende:

Tim =20 +n-Ax+ ;- Az

Tim =0 + (n+ ;) - Az

Das jetzt auftretende x; ist nun nicht mehr beweglich, sondern stellt eine Konstante dar. Es steuert
aktiv die Interpolation und liegt im Intervall:

—Azx <z; < +Ax

-1<z; <+1

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Interpolationskonstante x; folgt in den nichsten Abschnitten.

#i=-1 } ni=+1

[[L 4

t r |

T
Y0 ¥n1 ¥n ¥n+1

BZ (g; 2002

Veranschaulichung der Interpolisationskonstante x;.
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2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

Fiir den Fall “y,, konnen wir nun eine allgemeine Berechnungsgrundlage erstellen.

Yn —Yn-1

\yn = Az : (xi;n — Ty — [7’1, - 1] . AI) +\yn—1

Bevor z;.,11 substituiert wird, werden Vereinfachung definiert. So wird festgelegt, dass der Start-
wert einer Funktion oder eines betrachteten Signals immer xy = 0 sein soll. Das ist zwar ein Bruch
mit dem Prinzip der Allgemeingiiltigkeit hin zum Spezialfall, jedoch fiir den spiteren Bau eines I-
Filters nicht relevant. Auflerdem wird im gleichen Zuge endgiiltig definiert, dass Az = 1 ist. Damit
kann die ,,Allgemeine Interpolationsgleichung* erstellt werden.

\yn = (yn 7\yn—1) : (xi;n — Xy — ['Il - ]-D +\yn—l

Yn = (Yn —Yn-1) (o + (R +7i) - Az — 20 — (0 — 1)) +Yn—1
Diese lautet daher endgiiltig:

\yn - (/.l/n, 7\?/71,—1) : (1 + T/) +\.7/'n,—1

Es sei darauf hingewiesen, dass der Fally,, mit n = 0 nicht berechenbar ist, da der gebrauchte Wert

“Yn—1 nicht existiert. Es wird definiert:
!

Yo = Yo
Damit sind weitere Betrachtungen zur Wirkungsweise eines Interpolationsfilters gegeben. Vorher
muss jedoch die allgemeine Interpolationsgleichung zugeschnitten werden auf die aufgezéhlten Ty-
pen von I- Filtern.

17
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2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.3 Die typgebundenen Interpolationsgleichungen
23.1 Typ,UVI“

Die Entwicklung der typgebundenen Interpolationsgleichungen ist aus der allgemeinen durch Ma-
nipulation von n und x; entwickelbar. Jedoch muss fiir den Fall ,,UVI* nichts verdndert werden, da
bei der Entwicklung der allgemeinen Berechnungsgrundlage dieser Fall als gegeben angenommen
wurde. So lautet die Interpolationsgleichung ,,UVI* endgiiltig:

UVI\yn = (yn 7\ynfl) : (1 + L7) +\ynfl

18



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

232 Typ,URI¥

War der Fall ,,UVI*“ links von y,, mathematisch wirksam, so ist fiir den Fall ,,URI* der Riickfiih-
rungsort rechts von y,, angesiedelt. Das bedeutet, fiir die Entwicklung der typgebundenen Interpola-
tionsgleichung ist n um eins zu erhthen und x; ebenfalls um eins nach rechts Richtung steigender n
zu verschieben, d. h. es muss gelten:

I+ ziuvi) + (zivrr) =1 = zivrr = —Tiuvre
Daher ergibt sich fiir ,,URI*:

URI\yn - (yn+1 - yn) (71.’1') + Yn

19



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.3.3 Typ,,SVI“

An sich lediglich das Durchfiihren der Interpolation in zwei Schritten, erst die des Typs ,,UVI* und
dann die des Typs ,,URI*. Zu beachten ist jedoch, dass einige y Werte schon zweifach interpoliert
vorliegen. Daher ist die Berechnungsgrundlage leicht modifiziert:

oviyn = Un — Yn-1) - (L + ;) + “Yp_1

URI Yn = Un+1 —ovi Yn) - (—2:) +oviYn

Das Einsetzen des Schrittes zwei ergibt dann als Summenformel die typgebundene Interpolations-
gleichung ,,SVI*:

SVT\\ynr - (yn - \\yn,fl) : ‘172 + (2 *Yn — \\ynfl - yn,Jrl) * X + YUn

20



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

234 Typ,SRI“

Die beiden Interpolationsschritte sind vertauscht und modifiziert. Es ergibt sich somit:
URTYn = (Yn+1 — Yn) - (=Ti) + Yn

uvi Yn = (URIYn — Yn—1) - (1 +25) + “yYn—1

Sowie die Summen obiger Formeln:

SRIYn = (Yn — Ynt1) 7 + (2 Yn = Wn-1 — Ynt1) - Ti + Yn

21
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2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.4 Sonderfille

Betrachtet werden die Fille, wo Interpolationsfilter unterschiedlichen Types die gleiche Wirkung
besitzen und die Fille fiir x; € {—1;0;+1}.

2.4.1 Sonderfille fiir die Interpolationskonstante

Eingesetzt werden fiir die Interpolationskonstante die Intervallextremwerte sowie der ,,Mittelpunkt®,
der Wert 0.

o 1;=—1
UVI\yn :\yn—l
URIYn = Yn+1
SVI Yn = Yn+1
SRI \\yn = \\yn—l
ez, =0
UVIYn = Yn
URIYn = Yn
SVI Yn = Yn
SRI Yn = Yn
o 1, =+1

UVIYn =2 Yn — Yn-1
URIYn =2 "Yn — Yn+1
SVIUn =4 Yn =2 Yp-1— Ynt1
SRI Yn =4 Yn =2 Ynt1 — Yn—1

Zu beachten ist der Sonderfall z; = 0. Der interpolierte Wert ist in allen Typen gleich, der Wert
Yn. Das war auch zu erwarten, befindet sich doch die Stelle x; fiir den Fall 0 genau iiber y,,. Fiir
ein Interpolationsfilter wiirde diese Einstellung ,.Filter aus!* bedeuten. Eine zweite Besonderheit
ist des Weiteren beim Fall x; = —1 zu beobachtet. Hier besitzen der Fall ,,SVI* und ,,URI“ die
gleiche Filterwirkung. Betrachtet man diese genauer, dann erkennt man, dass diese begrenzt ist auf
das Verschieben des Wertes y,,+1 auf die Stelle y,,. Das bedeutet lediglich das Einbringen eines
dekrementierenden Offsets fiir n, letztendlich wiirde nach n Durchldufen des Signals durch ein I-
Filter das gesamte Signal nur noch den Wert von y,,as 4x annehmen. Fiir die Typen ,,UVI* und
»SRI* gilt fast das gleiche. Jedoch nimmt y,, hier den Wert “y,,_; bzw. “y,_; an und das ist yy —
Yo ; yo! Jedoch braucht es diesmal nur eines Filterdurchlaufes fiir den Endfall “y,, ; “yn, = Yn;pmrax.
Fiir den Fall x; = 41 gibt es keine einfachen Wirkungen. Diese werden spiter beschrieben.
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2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.4.2 Sonderfille fiir die Filtertypen

Untersucht werden die Fille, wo die Filtertypen gleiche Wirkungen untereinander fiir gleiche z;
hervorbringen. Betrachtet man die typgebundenen Interpolationsgleichungen, dann ist erkennbar,
dass es hierfiir zwei Losungen geben muss. Ausnahme ist der Fall ,,UVI*“ =, JURI". Hier kann es nur
eine geben.

23



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.4.3 Globaler Losungsort

Die vergleichbare Wirkung unterschiedlicher Filtertypen bezieht sich auf das gesamte Signal. Soll
heilen, unterschiedliche Typen — gleiches x; — gleiche Wirkung.

24



2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils

2.4.4 Lokaler Losungsort

Die vergleichbare Wirkung unterschiedlicher Filtertypen bezieht sich auf ein Stellentriplett

Yn—135 Yn 5 Ynt1

und auch nur dann, wenn dieses Triplett mit einer Berechnungsvorschrift gleich dem gegebenen
x; ist. Das Signal iiber die gesamte Linge n aufBlerhalb des Triplets wird jedoch unterschiedlich
verarbeitet.

In der folgenden Tabelle sind alle Losungen aufgelistet. Aufgrund des fehlenden Platzes innerhalb

der Zellen bedeuten: . “
_yn + Yn—1 — Yn—1 — Yn+1

A= <
Yn — Yn—-1
Yn +\yn—1 - \\yn—l — Yn+1
B=—
Yn — Yn+1
C = _yn - “ynfl
Yn — Yn+1
=
BZ|e Lokaler Lasungsort
200, URI
i - A ’
o
b
a
I'lu
e|p i] - C
L |
L
o
s
u 1] 0;1 -
n
]
s
o
r 1] 0 0;0
t

Globale und lokale Losungsorte der vier Filtertypen

Damit sind alle primdren Voraussetzungen geschaffen, um ein Interpolationsfilter zu konstruieren.
In den néchsten Abschnitten werden die weiteren Berechnungsgrundlagen beschrieben, um die Wir-
kungsweise analysieren zu konnen.
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2 Die Beschreibung des priméren Kalkiils
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3 Die sekundéiren Berechnungsgrundlagen

3.1 Vorbereitende Betrachtungen

Sieht man die Berechnungsgrundlagen der vorangegangenen Abschnitte, so ist zu beobachten, dass
der Grund fiir die spezifischen Wirkungen eines Interpolationsfilters hauptsichlich der ist, dass in
der Berechnungsvorschrift fiir y,, oder “y,, der vorhergehende, ein Schritt frither interpolierte Wert
“Yn—1 it einbezogen wird.

uviYn = (Yn —Yn—1) - (L + ;) +Yn—1

Diese Gleichung betrachtet den gerade betrachteten Punkt, der mit dem aktuellen Wert von n be-
zeichnet wird. Die Stelle n — 1 wird als bekannt vorausgesetzt. Ist er nicht bekannt, dann muss
auch dieser berechnet werden mit Hilfe von n — 2. Ist auch dieser nicht bekannt, dann ... usw. usf.
Letztendlich setzt sich diese Reihe fort, bis zu dem Punkt, wo ‘y, vorliegt. Eine Aufreihung die-
ser Kette wiirde in den Anfingen folgendermaflen aussehen (jetzt aber besser fiir die allgemeine
Interpolationsgleichung:

Yo = (Yn —Yn-1) - (L+ ) +Yn—1
Yn—1= (Un—1 = Yn—2) (1 +25) +'yn_2
Yn-2 = (Yn—2 —Yn—3) - (1 +23) +Yn—3
Yn—3 = (Yn—3 —Yn—a) - (1 +2;) +Yn—2a
Yn-a= Yn—a—Yn—5) (1 +2;) +Yn—s

usw. usf.

Der Versuch liegt nahe, die Gleichungen gegenseitig einzusetzen. Jedoch ist dies in dieser Form
nicht zweckmiBig, da im rechten Term y,,_; doppelt vorkommt. Umgestellt ergibt sich dann die
Berechnungsgrundlage folgendermaf3en:

\yn = (1 + mi) “Yn T (_xi) '\yn—l

Jetzt steht einem gegenseitigen Einsetzen nichts mehr im Wege. Am Ende dieses Iterationsvorganges
liegt die sekundére, allgemeine Interpolationsgleichung vor:

Yn =n+ > (=D)L (yy — ya1)
a=1

Die Symbolik hat sich mit dieser Berechnungsgrundlage leicht geédndert. So wurde die Interpolati-
onskonstante x; gedndert in den dquivalenten griechischen Buchstaben £ (xi). Der Grund ist lediglich
die, der Unterscheidungsmoglichkeit zu den priméren Gleichungen.

Angepasst an die Filtertypen ergibt sich dann folgendes Aussehen der allgemeinen Interpolations-
gleichung:
- (1 + :L'z) “Yn + (7x1) '\ynfl

n a 1 ) — N
Un = Un + Z : tnoa, (ya - .7/1171)

27
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.2 Die sekundiren, typgebundenen Interpolationsgleichungen

Durch einfaches Einsetzen (wenn nétig) in die Berechnungsgrundlagen vorangegangenen Abschnitte
ergeben sich diese Interpolationsgleichungen. Sie sollen deshalb hier kurz entwickelt werden.

28



3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.3 Die Grundgleichungen
33.1 Typ,UVI¢

n

UVIYn = Yn + D (=) T (yy =y a)

a=1

29



3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.3.2 Typ,URI¥

URI\yn - (1 + 5) “Yn + (_f) *Yn+1
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

333 Typ,SVI“

sviYn = 14+&)  vvivn + (=) - Ynt+1

n

SVI\\y’rL - (1 + 5) *Yn + (1 + f) : Z (_1)”_(1 : §1+n7a ° (ya _\ya—l) + (—f) *Yn+1

a=1
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

334 Typ,SRI“

SRI Yn = (1 +&) - UrtYn + (=€) - SRI Yn—1

n
SR Yn = URIYn + Y (1) &0 (yy = Vyaq)

a=1

SR Yn = (148 -y + Y (=1)" & (yg — Y1) + 2+ (=€) - Ynia
a=1
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.4 Die Abklinggleichungen

Die zentrale Frage in diesem Abschnitt lautet: ,,Wie pflanzt sich eine Stiitzstelle in Richtung steigen-
der n fort? Was iibergibt ein n seinem n+1;n+2;n43;...;n+a in welchem Verhiltnis Anteile
des Originalwertes y,, weiter? Diese Frage kann einfach mit Hilfe der typgebundenen Interpolati-
onsgleichungen beantwortet werden. Man legt einfach fest:

Yo # 0 Yota =0

Der Wert von v, ist nun bestimmbear fiir ,, und fiir die folgenden Stiitzstellen n 4 a nach erfolgter
Iteration. Die typgebundenen Interpolationsgleichungen reduzieren sich dann dementsprechend:

33
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

341 Typ,UVI¥

uviYn = (“Yn-1) - 1+ ;) +Yn-1
UVIYn = Yn—1 - (=§)

L"\r"’l\ynqta = (_f)a *Yn

Gleichzeitig soll in diesem Abschnitt die Rolle von £ und dessen Limitierungen untersucht werden.
Dadurch wird ersichtlich, warum die Bezeichnung der Interpolationskonstante z; zu & beim Uber-
gang der primiren zu den sekundiren Gleichungen erfolgte.

Die Grenzwerte sind einfach durch folgenden Ansatz zu berechnen:
UVIYnta 2
—— <1=(=¢)
y’n

Die Ergebnisse der Auflosung der quadratischen Gleichung decken sich vollkommen mit denen der
Definition von z;.

Ty =& = +1 Tiz =& = —1

A 1

BZg2002 xi

Qualitative Darstellung des Einflusses von & auf das Verhiltnis Y+ /Yn.
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

34.2 Typ,URI¥

Der Typ ,,URI* nimmt eine Sonderstellung unter den vier Typen ein. Dieser ist rein riickwérts in-
terpoliert, d. h., es gibt keine Weitergabe von Werten an den Nachfolger. Deshalb verkiirzen sich
die Berechnungsgrundlagen stark. Eine Abklinggleichung wie bei den drei anderen Typen ist nicht
ermittelbar.

URIYn = (Ynt1 — Yn) - (—23) + Yn

URI\yn = (1 +€) *Yn

Fiir die Interpolationskonstante gibt es keine Abweichung von deren Definition. Zu beachten ist auch
das Verhiltnis “y,, zu y,.

Ty =& = +1 Tiz =& = —1

-1 BZ2002 xi 1

Qualitative Darstellung des Einflusses von £ auf das Verhiltnis yp4q/Yn.-
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

343 Typ,SVI“

SVI\\yn = (yn - \\yn—l) -7312 + (2 *Yn — \\yn—l - yn+1) “ T + Yn

=
SV Yn = (=Yn-1) - &+ (= Yn-1) -
=
SVT\\ynaHI - (_f)” : (1 + E)a “Yn
=

2

BEE2002 xi

Qualitative Darstellung des Einflusses von & auf das Verhiltnis Y+ /Yn.

Vor dem Ermitteln markanter Grenzwerte des Verhiltnisses “y,, 14 Zu y,, wurde das Abbild 15 einge-
fuigt. Zu erkennen ist, dass sich z; und & nicht mehr kompatibel zueinander verhalten. Konsequenzen
hat diese Eigenschaft lediglich beim spiteren Bau eines Interpolationsfilters. Zum Beispiel, dem Be-
fehl ,,Signal 16schen!* konnen zwei - Werte zugeordnet werden.

Fiir die neuen Intervallgrenzen von ¢ gilt folgender Ansatz:
SVI Yn+ta 1 1
TJF <-1=(=§ -(1+9)

Der Wert (—1) kann aus der Abbildung 15 fiir a = 1 begriindet werden. Das Ergebnis der Auflésung
hat das Bild:

1

1 1 1
5 +§\/5z+0,618... Ty # &y = —5—5\/5% —1,618...

Tyl £ =

Fiir den Befehl ,,Signal 16schen!* wird ein anderer Ansatz genommen:

SVI;yn-‘ra —0= (_§)1 (1 +£)1

Tin #6 =0 Tip # o= —1

Die beiden Ergebnisse gelten fiir alle Werte unabhingig von a.
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.4.4 Typ,SRI“

SRI\\yn = (yn - yn+1) ' xf + (2 “Yn — \\yn—l - yn—i-l) “ X+ Yn
SRI \\yn = \\yn—l : 5
SRT\\yWH»a = (_f) “. Yn

Diese Berechnungsgrundlage ist identisch mit der der Typs ,,UVI*. Daher ist die Beurteilung von z;
und ¢ einfach.

zi;1 =& =+1 Tip =& =—1

-1

1

BZg)2002 xi

Qualitative Darstellung des Einflusses von £ auf das Verhiltnis ypn4q/Yn.
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.5 Die Hiillkurvengleichungen

Betrachtet man die Abklinggleichungen der vorhergegangenen Abschnitte sind zwei verschiedene [001]ff.
Arten der Behandlung von £ zuerkennen. Als Beispiel, die beiden symmetrisch interpolierten Filter:

SVI Ynta = (_5>a ’ (1 + §>a “Yn SRI Ynta = (_6) “ Yn

Fiir die weiteren Untersuchungen wird eine trigonometrische Grofie eingefithrt. Am geeignetsten
dafiir, die Sinuskurve in allgemeiner Form anzuwenden. Es gilt als hinreichender Ansatz: Hiillkurvengl.

(—1)* =cos (a-m) (—1)* =sin (a-7r+g) (—1)* =sin (; -7r-(2a+1)>

Die beiden Berechnungsgrundlagen veridndern sich nun wie folgt:

“ a . (1 “ . (1
SVI Ynta = (1 +£)"sin (2 -7 (20 + 1)) “Yn SRI Yn+a = £*-sin (2 (20 + 1)) “Yn

Nun kann eine Ermittlung der allgemeinen Eigenschaften erfolgen. Fiir das vorliegende Thema ist
jedoch lediglich die Hiillkurve von Interesse. Dessen Funktion, die Hiillkurve (Envelope), ist defi-
niert als:
sviyYEr =€ (14 6)" - yn sri YL =&y,

Die kleinste Periode betrigt 2, was nicht nur zu erwarten war, sondern auch laut letzten Abschnitten,
dass weiterhin gelten muss, die Nullstellen liegen mittig zwischen den Stiitzstellen der Funktion,
wobei daran erinnert, dass weiterhin nur die Werte der Stiitzstellen fiir unsere Betrachtungen von
Wichtigkeit sind, auch wenn im folgenden Abbild die Hiillkurve und Sinuskurve kontinuierlich ge-

zeichnet werden. 1
T=2 Tn=n-35

Der besseren Ubersicht halber werden wieder Typunterscheidungen vonnéten.
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

351 Typ,SVI“

Wie schon vorher ermittelt, gilt die Gleichungen fiir Hiill- und Sinuskurve folgender Form:

AN a . 1 NN v a a
SVI Ynta = fa ' (1 + E) S <2 T (20 + 1)) “Yn SV1I Ufjﬁ((l - (if) ' (1 + E) “Yn

Mit:

1 1
Enax :_§+§\/5~+0,618... Emin >0

Fiir ¢ gibt es eine neue Restriktion. Erstens ist &377x nie Null, da 0% fiir @ = 0 nicht definiert ist und

& sei immer groBer 0, ebenfalls notig, da £ fiir negative £ und nichtnatiirlichzahligem a ebenfalls
nicht definiert ist. Ist letzteres der Fall, veridndern sich die Berechnungsgrundlagen.

« . 1 « Env
SVI Ynta = (=6)" - (1 + €)" -sin’ (2 -7 (20 + 1)> “Yn SVI 1/7]?+’a =(=9"- 148" yn

Mit:

Emax =0 Emiv =—1
Als letztes der dritte Abschnitt entlang des Definitionsbereichs von £. Ist die Interpolationskon-
stante kleiner als —1, wird der Ausdruck (1 + £)“ negativ. Die Berechnungsgrundlage dndert sich
nochmals leicht. Es ist ersichtlich, dass das Intervall [0,618;0) symmetrisch mit dem des Inter-
valls (—1; —1,618] ist. Rein analytisch ist der Ausdruck £% - (1 + £)” gleich des dritten Intervalls

—£%. (=1 — £)“. Jedoch kann nicht endgiiltig umgestellt werden, da sonst die Kontinuitit der Dar-
stellung nicht gewihrleistet wire.

NN a a . 1 NN v a a
SVI Yn+a = (75) (71 - 6) ‘S <2 T (20 + 1)) “Un SVI 7/{::-5,}5 - i1<7£) (71 - f) “Un

Mit:

1 1
Emax < —1 EvmIN = 5 5\/5 = —1,618...

Zur visuellen Orientierung folgen nun zwei Abbildungen zum Thema des letzten Abschnittes.

v] b4 4 6 g 10
BEE2002
Sinus- und Hiillkurve(n) fiir den Fall yo = 1 und € = 1/2; Typ ,,SVI“ sowie £ = —3/2.
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

a
0 BE@2002

Sinus- und Hiillkurve fiir den Fall yo = 1und £ = —1/2; Typ ,,SVI“.
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3 Die sekundiren Berechnungsgrundlagen

3.52 Typ,,SRI“

Die in den letzten Abschnitten schon kurz aufgezeigte Berechnungsgrundlagen fiir die Sinuskurve
dhnelt der des Typs ,,SVI*. Es fehlt lediglich der Term (1 + £)“, was in der Endkonsequenz bedeutet,
dass es nur zwei zu betrachtende Intervalle geben kann. Ein Abbild verdeutlicht dies visuell. Fiir das
erste Intervall gilt folgende Berechnungsgrundlage, dessen Ermittlung im vorhergehenden Abschnitt
aufgezeigt wurde.

SRI Ynta = &" - sin (2 -7 (20 + 1)) “YUn SR Yt = €% yn

Mit:

Evax =+1 Evin =0

BEL2001 1 . 3 4 5 =8

Sinus- und Hiillkurve(n) fiir den Fall yo = 1 und £ = 1/2; Typ .,,SRI*.

Fiir das zweite Intervall gelten andere Grundlagen. Ein Abbild zeigt dies auf.

“ .o (1 “ Env
SRI Yn+a = (_f)a ’ Slllz (2 e (2(1 + 1)> “Yn SRI yrjjJra = (_f)a *YUn

Mit:
Evax =0 Emin = —1

L4 : : : : : : : : : : :
BZp2002 1 2 =3 4 5 &
Sinus- und Hiillkurve fiir den Fall yo = 1 und £ = —1/2; Typ ..SRI*.
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4 Die Ubertragungsfunktionen

In diesem Abschnitt soll die Ubertragungsfunktion G (s) ermittelt werden. Es wird in den Fillen
1 bis 12 ein Einheitsimpuls am Eingang des Filters erwartet. Die im letzten Abschnitt ermittelten
Hiillkurven und Abklinggleichungen sind die Reprisentanten des Ausgangssignales. Damit ist G (s)
definiert.

Folgende Fille gibt es zwecks Berechnung der Filteriibertragungsfunktion.

Fiir die Ermittlung der Bildfunktionen F' (s) aus den Zeitfunktionen f (¢) wird die Laplace- Trans-
formation genutzt.

+oo
F(s) = /0 f@)-e 5t dt

43
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.1 Falll

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

e(t)=0(t)
T
E(s)=1
Am Ausgang liegt die obere Hiillkurve einer geddmpften Cosinusfunktion an mit 0 < § < 1:
a(t)=¢
- 1
Als) = s—1In¢

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

- 1
(s) = s—Iné
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.2 Fall 2

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1

Am Ausgang liegt die untere Hiillkurve einer geddmpften Cosinusfunktion an mit 0 < § < 1:

a(t) = —¢
- 1
Als) = Iné —s

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

- 1
G( ):lnﬁ—s
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.3 Fall3

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1

Am Ausgang liegt die obere Hiillkurve einer geddmpften Cosinusfunktionan mit0 < § < % (\/5 — 1) :
a(t)=¢-(1+¢)

1
s—In&—In(1+¢)

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s) =

= 1
Gls) = s Iné(l+6)
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.4 Fall4

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1

Am Ausgang liegt die untere Hiillkurve einer geddmpften Cosinusfunktionanmit0 < ¢ < 3 (v/5 — 1):
a(t)=—¢-(1+¢)

1
T mé+n(1+6) s

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s)

- 1
G = fraro—s
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.5 Fall5

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

e(t)=16(t)
<
E(s)=1
Am Ausgang liegt die obere Hiillkurve einer gedémpften Cosinusfunktion an mit —3 (v5+1) <
E< -1
a(t)= (=& (-1-¢)
<>

- 1
S Iné+In(-1-¢)—s

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s)
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.6 Fallé6

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

Am Ausgang liegt eine Cosinusfunktion an:

a(t):sin(;-w-(2t+1))

s
Afs) = =
()= s
Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):
A(s)
G =
(s) El (8)
= s
G =
(6) = o
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.7 Fall7
Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:
e(t) =4 (t)
—
E(s)=1

Am Ausgang liegt eine Quadratcosinusfunktion an:

a (t) = sin? (; (2 + 1))

~ 212 + 52 1
G()— ™+ s 1

50



4 Die Ubertragungsfunktionen

4.8 Fall 8
Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:
e(t)=4a(t)
—
E(s)=1

Am Ausgang liegt eine geddmpfte Cosinusfunktion an mit 0 < £ < 1:
1 1
a(t) =€ -sin (2 -7r'(2t+1)> =et'"¢ gin (2 -7r'(2t+1)>

s—1In¢
A (3) = D) 2
(s—In&)"+7
Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s)
G =
(s) E(S)
=
Iné In¢ 2)
G(s)=|— + -8 1-2- -5+ -8
(s) <1n2§+7r2 In? & + w2 )/( In? € + w2 In? ¢ + w2
- A+ B
-5
G<5)_1+2-A-5+B-52
Mit:
B In&
 In?¢+ w2
=
A
DU 0z 04 08 08 £
Und: 1
T I2E+ 2
=
B
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.9 Fall9

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1

Am Ausgang liegt eine geddmpfte Quadratcosinusfunktion mit —1 < £ < 0:
1 1
a(t) = (=¢)" - sin® (2 e (204 1)) = (=9 L gin? (2 S (2 + 1))

(s —In(=¢€))*

(s—In(—

)
)

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

+ 272 1

Ale) = tdn2 s —In(-¢)

£))
£))?

A(s)
G =
= In?(—¢)+2n2 In(—=¢§) 1 2
(1n2(—5)+47r2 — 2w St weaTae S )
/
- In(—¢) 1
G(s) = (1 -2 n2(—&)+dnz S + In?(—¢&)+4n2 '82)
1
s—In(=¢€)
=
C+2-A-s+B-s? 1
G(s) = '
1+42-A-s+B-s2 s+ D
Mit:
(=9
In? (=€) + 4n2
=

52



4 Die Ubertragungsfunktionen

Und:
1
B=—
In® (=¢) + 472
=
B
7 08 0.6 04 02 DE
Und:
o In? (—&) + 2n2
 In? (=€) + 4n?
=
c
1 08 06 04 -02 DE
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.10 Fall10

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1
Am Ausgang liegt eine gedimpfie Cosinusfunktion mit 0 < ¢ < 3 (V5 —1):

a(t) = gt 1+ g)t . sin (; e (2t + 1)) — ot'InE+E) | Gip (; o (2t + 1))

s—In&(1+¢)
(s —In€(14€))° + 72
Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s) =

Al(s)
G p—
(s) E(s)
=
__ Ing(+¢ 1 .
( W2 E(1E) T T (4 E) T 5)
G(s)=4q /
In§(1+£) 1 2
(1 2 wgarere ST wrearo e S )
=
G(s) = A+B-s
5= 1+2-A- s+ B-s2
Mit:
3 Ing(1+¢)
In?&(1+¢) +n2
=
A
o1
D‘\E 1.5 14 1.3 1.2 1.1 ‘\i
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4  Die Ubertragungsfunktionen

Und:
1

B:ln2§(1+§)+7T2

0.08

0.02
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.11 Fall11

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1
Am Ausgang liegt eine gedimpfte Cosinusfunktion mit —% (1 +/5) < £ < —1:

a(t) = (&) - (=1 &) - sin @ (24 1)> 00 L gin @ (24 1)>

s—In&(1+¢)
(s —In€(14€))° + 72
Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s) =

A(s)
G =
(5) =% )
=
__Ing(1+f) 1 .
( W2 E(1E) T T (4 E) T 5)
G(s)=1 /
In £(1+€) 1 2
(1 2 werote 8T Wegrpre ° )
=
G(s) = A+ B-s
8= 1+2-A-s+B-s2
Mit:
3 Ing(1+¢)
In?&(1+¢) +n2
=
A
o1
D‘\E 13 14 1.3 1.2 1.1 ‘\i
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4  Die Ubertragungsfunktionen

Und:
1

B:ln2§(1+§)+7T2

0.08

0.02
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4 Die Ubertragungsfunktionen

4.12 Fall 12

Am Eingang liegt ein Einheitsimpuls an:

E(s)=1

Am Ausgang liegt eine geddmpfte Quadratcosinusfunktion mit —1 < £ < 0:
L (HI(-E)(148) 1
a(t)= (- 5) (14‘5) - sin® 5'7T'(2t+1) sin? 5-#-(21?4—1)

(s—In(=&) (1+&)*+2r* 1

)
(s—In (=€) (1+ &) +4x2 s—In (=€) (1+¢)

Damit ergibt sich eine Ubertragungsfunktion G (s):

A(s) =

Als)
G(s) = E(s)
=
<1n2(7§)(1+§)+2‘n’2 9. W00+ 1 ~52)
InZ(—€)(1+€) +4n2 nZ(—&)(1+&)+4n2 InZ(—&)(1+€) +4n2
/
_ In(—&)(1+€) 1 2
G(s) = (1 —2 wroaiorae St mraatorae S )
1
s—In(—&)(1+6)
=
G()_C'—|-2-A~S—l—B-s2 1
) T 112 A-s+B-s2 s+D
Mit: ( (
A=—
n? (=€) (1+ >+47r2
=
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4 Die Ubertragungsfunktionen

Und:

Und:

Und:

a2

a1
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4 Die Ubertragungsfunktionen
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

5 Der Phasen- und Amplitudengang

Im vorangegangenen Kapitel wurden die Ubertragungsfunktionen ermittelt bei einem Einheitsimpuls
am Eingang und verschiedenen Ausgangssignalszenarien. Insgesamt wurden zwei Ubertragungs-
funktionen als global nutzbar extrahiert.

_ A+B-s nd a ()_C+2-A-s—|—B-52 1
T 142 -A-s+B-s? 4 HS_1+2~A~5+Bo32 s+ D

G] (S)

Diese werden im folgenden Abschnitt in die komplexe Ebene transformiert und nach dem allgemein
giiltigen Vorangehen daraus der Amplituden- und Phasengang ermittelt.
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

5.1 Die Ubertragungsfunktion G (s)

U funktion I Gegeben ist die Ubertragungsfunktion G (s):
A+ B-s

A A S By By
=

. \/(lfB~w2)2+4«A2~w2

|G1 (jw)| = 5
(1-B-w?)"+4- A% w?
<
/G4 (jw) = — arctan ﬁ
Und:
G ()| = VAT B2

<>

B
ZGs (jw) = arctan T

Der Betrag und die Phase werden zusammengesetzt:

|G1 (jw)| = |G1 (jw)| - |Ga (jw)]

\/(1—B-w2)2+4-A2~w2
(1—-B-w?)?+4-A2.02
Damit ergibt sich fiir den Betrag endgiiltig:

) A? + B2. 2
‘GI(JWHZ 2 : :
(1-B-w?)"+4-A%-w?

.1/A2+B2,w2

|G1 (jw)| =

Weiterhin:
ZGr (jw) = LGy (jw) + £Go (jw)
- B
ZG (jw) = arctan Zw — arctan — .52

=

% Cw— 12~g»w2

/G (jw) = arctan —Dw

1+ 3 witgs

=
UG (i) — ¢ B-(lfB-wQ)fQ,AQ
1 (jw) = arctan A-(1+B o) w
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

5.2 Die Ubertragungsfunktion G (s)

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion G (s): U funktion II
a ()_C+2-A~S+B'82 1
) = o A s+B-s2 s+D
=
' \/(1—B~w2)2+4~A2-w2
G1 (jw)| = 3
(1-B-w?)"+4- A2 w2
- 2. A
‘w
/Gy (jw) = — arct
G1 (jw) arctan -——s—s;
Und:
G5 ()l = (€~ B 4 42 w2
- 2. A
/G3 (jw) = arctan C—iBZQ
Und: 1
Gy (jw)| = ——
< w
£G4 (jw) = — arctan D

Der Betrag und die Phase werden zusammengesetzt:

|G1r (jw)| = |G1 (jw)| - |G5 (jw)| - |Ga (jw)|

=
Gyr ()| \/(17B.w2)2+4.A2.w2 \/(C’ B e d e 1
w — . — - W + . W —
”‘7 (1-B-w?) +4-A42. 02 VD? t o2
Damit ergibt sich fiir den Betrag endgiiltig:
, (C—B-w?)®+4.A2.u2 1
|Gr1 (jw)| = 3 '
(1-B-w?)"+4-A2.w2 D?4w?
Weiterhin:
LGy (jw) =/G; (]w) + £Gs (jw) +/ZGy (jw)
- 2.4 A
. . .w . .w w
ZG]] (]W) = arctan m — arctan m — arctan 5
~ 2. A-w-(1-C)
) . W — w
/G (jw) = arctan C—B o) (1-B o) +1 A2 —arctanﬁ
=

22A-Dw-(1-0C)—(C=B-w?) - (1-B-w?) w—4-4%-u*
2-A-w?-(1-C)+(C—-B-w?)-(1-B-w?)-D+4-A2-D - w?

ZGrr (jw) = arctan

Im weiteren Verlauf werden der ermittelte Phasen- und Amplitudengang von G (s) und Gy (s) auf
die betrachteten Typen ,,SVI*“ und ,,SRI* wieder aufgeteilt und weiter betrachtet.
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

5.3 Fallzusammenfassungen
53.1 Fall 8 + 9 = Typ,,SRI* und Fall 10 + 11 + 12 = Typ ,,SVI*

Es liegt demnach ein Bandpass vor. Dessen Mittenfrequenz ist berechenbar durch das Maximum von

|G Faus (jw)l:
A2 BZ, 2
G (juw)| = o ~
(1-B-w?) 444202
=
(1-B-w?)?4+4-4%.0° =0
=
B2 w'—2.B-w?+4-42.0°-1-0
=
B—2.A? 1
4 2
wr—2-w 2 B 0
= f'(x)
B—2. A2
2 _
w® — 2 =0
=
1
wyax = & VB —2- A2

B
Grafisch dargestellt in Abhédngigkeit von 0.01 < ¢ < 1:

a0,

IG(Q)|
40l 1
|, ——
3ol
20l
!
10}
P /..
1ot
o 0.01
-30 i b 0%
Q
Mit:
w=m-10% - 0=1g"
™
=
1
WMIN:E'W wo =T wpmax =10-7

Die Phase besitzt folgendes grafisches Ergebnis in Abhéngigkeit von &:
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

Mit:
w=m-(Q+1) — n=2""7
s
Die dazugehorige Durchtrittsfrequenz wp:
LGy (jw) =0°
=
B-(1-B-w?)—2-4?
arctan A (0+B- o) cw=20
=
B-(1-B-w”)—2-A2=0
= 1 ————
Grafisch:
@y 1
T L
e
08t |
ol
|
i
o4t !
02} |
| g€
a 0.2 04 06 08

Der Wert der Durchtrittsfrequenz ist gleich des Ortes des Betragsmaximumes.
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

53.2 Fall 8+ 9 =Typ,,SRI* und Fall 10 + 11 + 12 = Typ ,,SVI*

Die Betragsextrema sind berechenbar iiber:

Grr ()] = (C—B-w?)?44-A2. 2 1
1y (1-B-w?)?+4-42.w2 VD? +u?

= 2
(C’—B-wQ) +4-A%2. 02 >0
(1-B-w?)’+4.42.02 -0
vVD?2 +w? =0
= 1
WMAX, = E'\/B'C*Q-A2
=
@
—
2n
1.5}
1_
05}
0 i) e 04 02 16

Der Betrag selbst, grafisch dargestellt in Abhéngigkeit von —0.9 < £ < —0.01 sowie —1 < £ <
—0.9:




5 Der Phasen- und Amplitudengang

Mit: w
w=2-m- 109 — Q=lg—
27

1
wM]N:g-’]T wlzx/ﬁ-w w():2-7r wMAX:20-7r

Es liegt global ein Tiefpass vor, kombiniert mit einem Bandpass bei ,,2 - 7 und einer Bandsperre bei

W2 T

Weiterhin gilt fiir die Phase:

2.4-D-w-(1-C)=(C=B-w?)-(1-B-w?) w—4.-42.u°
2-4-w?-(1-C)+(C—B-w?)-(1—-B-w?) - D+4-42-D-w?

LGy (jw) = arctan
=

~6(Q),_,

80+

60+

40}

20¢

ok

Mit:
w=2-m-(241) - Q=

Die dazugehorige Durchtrittsfrequenz wp:

4G11 (jw) = 0O

=
22A-D-(1-0C)— (C-B-w?) - (1-B-w?)—4-A% w*=0
- (C+1)-B—4-A2 2.A-D-(1-C)-C
4 2 _|_ . — . . . . — —
w* —w”- 2 — 52 =0
Kurzzeitige Substitution:
5 (C+1)-B—-4-4%2 2-A-D-(1-C)-C
Q°—Q- I — E =0
=
C+1)-B—4.42)°
O _(C+1)-B—4-AQi 1 (©+1) )
12= 5. B2 5. B2 *
4.-B>.(2-A-D-(1-C)-0C)
Resubstitution:

w12 =

2;\/2(0+1)B—8A2i2\/((c+1)B—4A2)2+4B2 (2AD (1 —C) - 0)
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5 Der Phasen- und Amplitudengang

=
B-(C+1)
1 o
1= ——" 8. A2
“PLT 9B
2\/ (C+1)—4-A2244.B2.(2.4-D-(1-C)—C)
Und:
B-(C+1)
1 _
a= 1) s
WD;2 5. B
2. \/ (C+1)—4-4224+4-B2-(2-A-D-(1-C)—C)
Grafisch:

68



6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmaoglichkeit

6.1 Beschreibung eines Autokorrelators fiir weilles Rauschen

Fiir bestimmte Anwendungen sind Zahlenfolgen uneingeschrinkter Zufilligkeit gefordert. Die Kon-  [001]ff.
trolle dieser Bedingung ist tiber die Ermittlung der Autokorrelationsfunktion moglich. Ein System,
welches diese Funktion ermdglicht, ist ein Autokorrelator. Synthese

Ein digitales, weiles Rauschen aus unterschiedlichen Quellen soll so auf uneingeschriankter Zufl-
ligkeit kontrolliert werden, Dazu ist folgende Funktion zu erfiillen:

T
. 1
Ryy (7) —Tlgnoo T/x(t) cx(t+7)-dt
0
AnschlieBend wird normiert mit:
(r) = | Rz D)

Da px x (1) Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann, ist die Autokorrelationsfunktion selber wieder
diskret darstellbar.

Beispiel anhand eines einfachen Sinussignales:

x (t) = sin (t) — x(t+7)=sin(t+7)
=
. T
RM(T):TILH;O T~/sm(t)-sm(t+7‘)-dt
0
=
. cosT cosT-sinT-cosT sinT-cos?T  sint
Row (1) = Jim | 5= - 2T T 2T 2T
=
1 1
Rxm(’r):i'COS(T) RM(T):i

Fiir px x (7) dann:
pxx (1) = |cosT|

Fiir 7 = 0 ist px x (0) = 1. Die Ausgangsfunktion korreliert vollendet mit sich selbst.

Fiir 7 = 7/2 ergibt sich ein pxx (7/2) = 0. Die Ausgangsfunktion ist vollkommen unkorreliert
mit sich selbst.
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6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

6.2 Voraussetzungen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Filtertypen definiert:

e SRI:
SRIYn+a = (_f)a *Yn
Mit:
0<E<+1
e SVI:
SVIYnta = (=) - (1 +&)" - yn
Mit: 1
<E< . -
0<E<] (\/5 1)
e SVI:
SVIYnta = (_g)a : (1 +€)a “Yn
Mit:

—%~(\/5+1)§§§—1

e Die drei Filtertypen konnen zusammengefasst werden:

a

Ynta = (_f) “Yn

Mit:
—1<8<+1

Mittels dieser Abklinggleichung lésst sich die diskrete Funktion f(n) darstellen:
F) =" m+ (O e+ (" ws+ (9" it ()

=

F)=> (=" "y

i=1
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6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

6.3 Herleitung fiir eine ungestorte Gleichverteilung

ungestort
Fiir ¢ soll 1 eingesetzt werden, so das gilt:

F) =3 (-1,

i=1

Dann kann geschrieben werden:

n—+1—1¢=even:

o8

s
Il
_

(+1) -y

fn)=4q +

n+1—i=odd: S(=1) -y
i=1

n
n+1—1i=even: Sy
i=1

n+1—14=odd: Sy

Mit ,.,even = geradzahlig* und ,,0dd = ungeradzahlig®.

Es folgen die Fallunterscheidungen.

en+1-—1i=even:

n+1—i=2468,...
n—i=1,35,17,...

i=n—1,n—-3,n—-5n—"17,...

=
Wenn Und Dann gilt
) n = even 1= odd
n+1—1= even _
n = odd 1= even

en-+1-—1i=odd:
n+1-i=1,3,5,7,...

n—i=0,2,4,6,...

t=n—0n—-2n—-4n—6,...
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6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

Wenn Und Dann gilt
nt1—i—= odd n = even i = even
n = odd 1= odd
Damit lassen sich 4 Unterfille unterscheiden:
n=even n=— even
n+1l—i=even: Y. Yizodd n+l—i= odd: Y ¥Yizeven
i=1 =1
filn)=¢ — faln) =4 —
n=even n=even
n+1l—i= odd: > ¥i=cven n+1—i=even: >, Yi—odd
i=1 i=1
n= odd: n= odd
n+1l—i=even: »  Yi=cven n+1—i=odd: Y ¥i—od
i=1 i=1
f3(n) = - fa(n) = —
n= odd n= odd
n+1—i= odd: > ¥i=odd n+1—7i= even: > Yi—even
i=1 =1
=
fi(n) =—f2(n) f3(n) =—fa(n)

Der arithmetische Mittelwert ist definiert:

n
g=—> u n-y=
=1

n
Z Yi
i=1

S

fl (TL) = M even * (gz= odd — Yi= even) f2 (TL) = M even * (271’: even — Yi= odd)

f3(n) =N odd - (Yi= even — Yi= odd) fa(n) =1nodd - (Yi= odd — Yi=even)

Es sind Aussagen der Mittelwertdifferenzen beschreibbar:

Voraussetzung ist eine stetige Gleichverteilung. Dies soll hier als ausreichend angesehen werden,
da der Autokorrelator spéter mit Weilen Rauschen gepriift werden soll. Die Herleitung erfolgt mit
Az = 1:

® I eyen:

(1+0-Az)+(1+1-Az)+(1+2-Ax)+(1+3-Az)+(1+4-Az)+(1+5-Ax)+...
=
1+24+3+44+5+6+7T+8+9+10+ ...+ Neven

n=even

Z i:%'(nJrl)

i=1
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6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

=
~ 1 n—=even ] 1
i=1
Sowie:
14+3454+7+9+...4+(n—1)p
=
77422636” n 2
lodd = (*)
i=1 2
:> n—even
2 5 . 1
goddzﬁ‘ Z lodd = 5+ 10
=1
Sowie:
24+44+64+8+104 ...+ Neyen
=
n—even
% even 2 2
=1
:> n=even
2 T . 1
yevenzﬁ' z; Zevenzi'n‘f'l
1=
Zusammengefasst:
godd - geven =—-Azx
=
Yeven — Yodd = Az
® 1lodd:

(14+0-Az)+(1+1-Ax)+(1+2-Ax)+(1+3- Azx)+(1+4- Ax)+(1+5- Az)+(1+6-Az)+...

=
1+424+34+4+54+6+74+8+94+104+ 114 ...+ noyq

=

n=odd n

Z i=5 (n+1)

=1
=

n=odd
1 1
j= —- - . 1
y=_ 2 i=5-(n+1)
Sowie:
14+34+54+7+94+114...4+ noyq

=

n:zoddi B ’I’L+1 2

: odd — 9

i=1
=

n=odd
_ 2 . n+1
yodd—nJrl' ; Yodd = 5
Sowie:
24+446+84+10+...+(n—1)_.p

=

n=odd

) n—1 n—1
Zleven: B : 5 +1

i=1
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6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

= dd
2 "E&Y n—1 n+1
gevenzi’zleven:7+1:
n—1 = 2 2
Zusammengefasst:
godd - geven =40
=

Yeven — Yodd = -0

Eingetragen in die Unterfalltabelle:

_.fl (n) = TNeven * Az f2 (n) = Neven * Az

—f3 (’I’L) =0 f4 (n) =0

o Alle ungeraden Stiitzstellen besitzen den Wert 0.
o Alle geraden Stiitzstellen besitzen den Wert n-Ax abwechselnd im Vorzeichen.

Eine Funktion, welche die vier Bedingungen erfiillt, ist die Cosinusfunktion. Der I- Filtertyp 1 —
SRI — SVI beinhaltet als Ausgangssignal diese harmonische Funktion.
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6 Synthese eines Autokorrelators als Anwendungsmoglichkeit

6.4 Herleitung fiir eine gestorte Gleichverteilung
gestort

Eine Storung .S wird eingefiihrt:
® Neven:
1+0-Ax)+(1+1-Ax)+(1+2-Ax)+(1+3-Ax)+(1+4- Ax)+(1+5- Azx)+(1 + 6 - Ax)+...+S

=
14243444546+ 7+84+9+104 ...+ Neyen + 5

> z:g~(n+1)+5
=1
i —
1 n=even 1
_S .
= _. = . 1 =
D DI (n+1)+
=1
Sowie:
1+34+54+7+9+...(n—-1)_,,,+5
=
n=even n 2
Z lodd = (§> +S
=1
§ J—
2 & 1 28  n?+448
—S — . ; — — . _— =
Yodd = n z:zl todd 2 ne n 2n
Sowie:
24+44+6+8+10+ ...+ Neyen + 5
:> n=even
n o o/n
‘even =5 \5 1) S
> a (2 +1) +
i=1
:> —
2 & 1 28 n?+42n+48
s .
= — . even — = ° 1 _— —
Geven =~ ;z Sl o
Zusammengefasst:
_ _ S
Yodd — yfyen =-Az—-2-—
n
~ S
gesven — Yodd = Az +2-—
n
Und:
_g _ S
Yodd — Yeven = —Al‘ + 2. E
=
- —3
even — Yodd — Ar—2-—
Y Yodd T n
® 1 qq-

140-Ax)+(1+1-Az)+(1+2-Az)+(1+3-Az)+(1+4-Az)+(1+5-Azx)+...+ 5

=
1+24+3+44+54+6+7+84+9+10+11+...+n,qqa+ S

=
n=odd n
ZZ—§~(H+1)+S
i=1
= dd
s 1 1
y= Z—2~(n+1)+
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Sowie:
14+3+54+7+94+114+...+npgqa + S
= dd
n=o . TL+1 2
> Zodd-( > +5
5 2
=1
= dd
N=0: 2
=y = U
M mel &= 2-(n+1)
Sowie:
24+446+8+104+...+(n—1),,.,+5S
= dd
iy n—1 n—1
lem)en2'< 9 +1)+S
= dd
~ 2 " n—1 29 (n—1)-(n+1)+48
S
= . even — 1 =
Yeven = 377 ;Z > Tt 2. (n—1
Zusammengefasst:
S
_ _s
yoddiyeuen:72'n_1
- S
_g _
yeveniyoddZQ'n_l
Und: g
_S _
- even:2'
Yodd — Y ntl
= S
_ —3
even — Yo =-2-
Y Yodd nt 1

Eingetragen in die Unterfalltabelle:

_fl(n):neven'Axi2'S f2(n):neven'Axi2'S

~a(n) =ty 2 () =2 2.

Die Untersuchung einer stochastischen Messung erfolgt in einem begrenzten Intervall [a; b], so dass
gilt fiir die Anzahl der Stiitzstellen n und deren Abstéinde:

b
=1

1

na

n-Ax|Z:n-

Um kleinste Abweichungen in der Stochastik erkennen zu konnen wird die Maximierung der Stiitz-
stellen angestrebt:
n — 0o

Damit ergibt sich fiir f (n):

—fl(n):lzi:Q-S

fg(’fl):l:tZ-S

—f3 (n) =42.5

f4(n)=:|:2-5’
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—fi(n) =1~ f3(n) fa(n) =1+ fa(n)

Kontrolle, dass weiterhin gilt:

—fi(n) = fa(n)
L= fs(n) =1+ fa(n)

—fa(n) = fa(n)

Was zu zeigen war.

77



Ergebnis
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6.5 Ergebnis
Jede Storung der Gleichverteilung wird im Ausgangssignal unveridndert erkennbar sein.

Wenn die Interpolationskonstante (—&)“ kleiner 1 fiir den Einsatz optimiert gewihlt wird, kommt
es in der ungestorten Gleichverteilung am Ausgang des I- Filters zu einer Ddmpfung des Cosinus-
signales bis hin zu Null bei groen Messintervallen. Dies gilt nicht fiir eine Stérung S, da diese die
Voraussetzung y,,+q = (—&) - y,, verletzt und sich als Peak aus dem Messbild abhebt.
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7 Analyse eines Autokorrelators als Anwendungsmaoglichkeit

Sed ut perspiciatis unde omnis iste natus error sit voluptatem accusantium doloremque laudantium,
totam rem aperiam, eaque ipsa quae ab illo inventore veritatis et quasi architecto beatae vitae dicta
sunt explicabo. Nemo enim ipsam voluptatem quia voluptas sit aspernatur aut odit aut fugit, sed
quia consequuntur magni dolores eos qui ratione voluptatem sequi nesciunt. Neque porro quisquam
est, qui dolorem ipsum quia dolor sit amet, consectetur, adipisci velit, sed quia non numquam eius
modi tempora incidunt ut labore et dolore magnam aliquam quaerat voluptatem. Ut enim ad minima
veniam, quis nostrum exercitationem ullam corporis suscipit laboriosam, nisi ut aliquid ex ea com-
modi consequatur? Quis autem vel eum iure reprehenderit qui in ea voluptate velit esse quam nihil
molestiae consequatur, vel illum qui dolorem eum fugiat quo voluptas nulla pariatur?

At vero eos et accusamus et iusto odio dignissimos ducimus qui blanditiis praesentium voluptatum
deleniti atque corrupti quos dolores et quas molestias excepturi sint occaecati cupiditate non pro-
vident, similique sunt in culpa qui officia deserunt mollitia animi, id est laborum et dolorum fuga.
Et harum quidem rerum facilis est et expedita distinctio. Nam libero tempore, cum soluta nobis est
eligendi optio cumque nihil impedit quo minus id quod maxime placeat facere possimus, omnis vo-
luptas assumenda est, omnis dolor repellendus. Temporibus autem quibusdam et aut officiis debitis
aut rerum necessitatibus saepe eveniet ut et voluptates repudiandae sint et molestiae non recusandae.
Itaque earum rerum hic tenetur a sapiente delectus, ut aut reiciendis voluptatibus maiores alias con-
sequatur aut perferendis doloribus asperiores repellat.

IATEX 2¢
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