Die Bilaterale-lineare-Regression — BLR

Das Giitekriterium ||, die Bedingungen a; - a und piy

Dipl.- Ing. Bjornstjerne Zindler, M.Sc.

Erstellt: 13. Juli 2021 — Letzte Revision: 4. August 2021

Inhaltsverzeichnis

www.Zenithpoint.de

1 Einleitung 3
2 Modellbildung 5
2.1 Winkel «c . . . . . e e e 5
2.2 Schnittpunkt Ps . . . . . . oL e e e e 6
2.3 Winkelhalbierende y,, . . . . . . . ... 8
24 Schnittpunkt P, . . . . . . Lo 9
2.5 Fehlerfliche F' . . . . . . . . . . e 10
2.6 Idealfall . . . . . . . . . . e 11
3 Zusammenfassung 13
4 Beispiel 15
4.1 Basiswerte nichtinvertiert . . . . . . . . . . .. ... 15
4.2 Basiswerte invertiert . . . . . . . . ... e e e e e e e e 16
4.3 Erweiterte Werte . . . . . . . .. e e 17
5 Beispiel - Idealfall 19
5.1 Basiswerte nichtinvertiert . . . . . . . . . . . ... e 19
5.2 Basiswerte invertiert . . . . . . . . ... e e e e e e e e e e 20
5.3 Erweiterte Werte . . . . . . . .. e e e e e 21
6 Anhang 23
6.1 Allgemeine Terme . . . . . . . . . . . . e 23
6.2 Gitekriterium 3 . . . . . . . e e e e e 25
6.3 Giitekriterium [Bp| . . . . . .. 26
Literatur

[001] Keine fiir vorliegenden Text.




Literatur




1 Einleitung

1 Einleitung

Fiihrt man eine einfache lineare Regression (ELR) durch, zum Beispiel das hier enthaltene erste
Beispiel, kommt man zu dem Ergebnis:

y1 = 0,5928 - x1 + 37,5079 = a1 - 1 + by

Das Bestimmtheitsmaf betriigt fiir diese Daten R? = 0, 750. Die ELR ist hier eine Abbildung von
X — Y. Invertiert man die Datenpaare und erfragt die Regression fiir Y — X ergibt sich zwar auch
ein R? = 0, 750, aber die Regressionsfunktion nun mit:

To = 1,2683 - yo + 125,855 = as - y2 + b

Y2 = 0,7885 - x2 — 99,231

Die Ausdriicke fiir y; und y» unterscheiden sich deutlich, besonders die Inhomogenititen weichen
voneinander ab. Besonders aufffillig ist die Besonderheit der Anstiege von x; und y. So gilt wahr-
scheinlich der Zusammenhang R? = 0,750 = 1,2683 - 0, 5928 = a1 - ay. Die Frage ist nun, ob es
einen Anstieg a; gibt mit dem BestimmtheitsmaB R?, bei dem die Invertierung widerspruchslos ist.
Ein angehangenes Beispiel wiire:

Y1 1075‘117171:(11'1314*1)1
Mit R? = 1. Die Invertierung ergibt nun:
Ty =2-Y2+2=uaz ys+bo

=
y2=0,5'x2—1
MitR2=1=2-0,5=aj - as.

Die aufgeworfenen Fragen sollen im Folgenden untersucht werden.
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2 Modellbildung

2 Modellbildung
2.1 Winkel o

e Gegeben ist eine Datenliste P (X, Y;). Eine lineare Regression soll durchgefiihrt werden. Ergebnis
dieser ist:
y=a-x+b

Mit:
Oz Oy Py
e Gegeben ist eine Datenliste P (X, Y;). Eine bilaterale lineare Regression soll durchgefiihrt werden
der Form f (z € X; — y € Y;). Ergebnis dieser ist:
yi=a1-r+b
Mit:
10 10y 1Pzxy
e Gegeben ist eine Datenliste P (X, Y;). Eine bilaterale lineare Regression soll durchgefiihrt werden
der Form f (z € Y; — y € X;). Ergebnis dieser ist:
Yo = az - T+ by
Mit:
20 20y 2Pzy

Aus Symmetriegriinden muss dann gelten:
Pzy = 1Pzy = 2Pzy
Or = 10 = 20y
Oy = 10y = 20

Der Schnittwinkel zwischen y; und y5 ist damit definiert.

pana = ““‘12 _ 4
1+a7-a9
Da allgemein gilt:
Og
Pey =4~ oy
Folgt:
2 2
oy —0
tana = | L2 T2 T =|B-C|

1+ pa%y Ox Oy
e Wann ist tana = 0?

Wenn:
Pzy =0 —a=0—a; = a

Sowie:
Oy = 0y

Das entspricht dann dem Sonderfall einer Kreisregression.

e Wann ist tan o« = oo?

Wenn:
ay - a = -1
Was
Pay =1
entspriche.

[001]ff.



2 Modellbildung

2.2 Schnittpunkt P

Gegeben sind die Egebnisse einer bilateralen linearen Regression:

y1=a1-T+b

Yo =ag - T+ by

Gesucht ist der Schnittpunkt Ps (z,ys) beider Funktionen.

ba — by
Ty =
a1 — ag
- ba — b ba — b
Ys1 = ag- CRERAS N oder Ys2 = Qs - 27 g,
a1~ @2 ar — az
Liegt dieser Punkt auf einer Quadrantenhalbierenden muss gelten:
Ys,1 = +Ts oder Ys1 = —Ts
=
bj_ag—l oder bﬁ_a2+1
b a1 by ar+1
Sowie:
Ys,2 = +Ts oder Yso = —Ts
=
b—g—@_l oder bﬁ_a2+1
bl_al_]- bl_a1+1

Der Abstand zu einer Quadrantenhalbierenden ist gesucht. Die Lotrechte auf dieser ist definiert.

Y1 = (+1) - (x — x5) + ys oder
=
Y1 =+T — Ts + Ys oder
Schnittpunkt P, (x;, y;) mit dieser:
+z =2 — x5 + Ys
oder
—X] =T — Ts + Ys
=
Ys = Ts
oder
T — Ts — Ys
;1 9
=
Ys — Ts
Y1 = oder
’ 2
=
Py ws_ys’ys_xs oder
’ 2 2

Der Abstand zwischen Ps (2, ys) und Py (21, y1):

L= \/(:Es —211)* + (ys — ma)? oder
=
Ly = g A oder
.

L=

\/5. bz-(l—al)—bl'(l—ag)

Y2 =(=1)-(z —x) +ys

Y2 = —T +Ts + Ys

to = —w +rs +y

—T; = —X] +Ts + Ys

Ts +Ys
2

T2 =

Ys = —Ts

Ts+ Ys
2

Pl12 xs +y57 yS +xs
2 2

Y2 =

Ly=

<

(s — 212)° + (ys — y12)°

2

Ly = s + ysl

ol

2 a; — az




2 Modellbildung

oder

I _\/5 by-(14+a1)—b1-(1+ag)
y = }

2 a; — ag
Gesucht ist der Fall, dass L = 0 gilt:

bg~(1—a1)—b1'(1—a2):0 oder b2~(1+a1)—b1~(1—|—a2):0
=
b—Z—l_az oder b£_1+a2
bl_l—al b1_1—|—a1
Was mit obiger Aussage iibereinstimmt.
bﬁ:il_pwy.giz oder b2:71+0xy'§
bl 1*,01@;% bl 1+,nyi
=
by Op — Pay " Oy Oy by O+ Pay - Oy Oy

Damit ist ein Giitekriterium definiert.

1+a2 ].—(12

— = 0
1+ aq 1—aq f—
=
a2 — a1
1—a? b=

Was ideal fiir a; = ao ist und ndherungsweise fiir a; — 00 bei endlichem as.




2 Modellbildung

2.3 Winkelhalbierende y,,

In engen Grenzen kann man eine Berechnungsgrundlage der Winkelhalbierenden y,, zwischen y;
und y» angeben.

tana; = aq tan ag = as
=
4y = tan~y = tan ap+ag tan (a1 + ao)
b 2 14 /1 +tan? (a1 + ag)
Mit:
a1 + ag
tan (a1 +az) = 372
—ay-az
Giiltig bei:
™ ™
ar-as <1 7§<041+042<+§

Damit ist die Winkelhalbierende vollstindig definiert.
Yuw :aw’(xfxs)‘i’ys
Yw = Ay T+ Ys — Gy * Ts
—_———

buw

Wobei b,, die Inhomogenitit darstellt.




2 Modellbildung

2.4 Schnittpunkt P,

Gesucht sind die Schnittpunkte 1 P, und 5 P,, der Winkelhalbierenden y,, mit den Quadrantenhal-
bierenden y = +x und y = —=x.

F1Ty = Ay - (lxw - J,‘S) + Ys

=
; — Qg * Tg s 7 Qo * T
T = +ys w s W :+y€ w s
1—ay 1—ay
- b b
1~'Ew—+ ke 1Yw =+ ad
1—aw l_aw
Sowie:
—2Ty :aw’(2xw*$s)+ys
=
T :7ys*aw'l's :+ys*aw'xs
24w 1+aw 2Yw 1+aw
- b b
w w
LTy = — =+
24w 1+aw 2Yw 1+aw

Damit ist das Produkt Fy = 12, - 1Y, im Grundzustand positiv und Fo = 22y, - 29, Negativ.




2 Modellbildung

2.5 Fehlerfliche F’
Gegeben ist eine Fehlerfliche F'.

F=F+F
= 2 2
:(ys_aw'ms) _(ys_aw'xs)
(1—aw)2 (1—|—aw)2
=
by, by,
C(l—aw)?  (1+aw)?

Diese Fliache F' soll im Betrag minimiert werden.
F wird Null dann, wenn:

e Die Zihler Null werden:

bw:OHOaw:%

Die Winkelhalbierende v,, lauft durch den Koordinatenursprung.
_Ys

0Yw 7'(37_1:8)""_?/3
Ts

_Ys . _
0Yw = — T = 00w * T
S

e Die Nenner Eins werden:

a, =0

=

tany =0
=

a1 +as=0
=
tana; = —tanas

=

ap = —as

e F ein lokales Minimum annimmt:'
Es gibt ein reelwertiges Extrema bei:

. W+ys+y§—$§
By —
v Ts "ES'\S/T

Mit: ,
T= (ys - xs) : (xs +ys)

IPraktisch uninteressant.
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2 Modellbildung

2.6 Idealfall

e Die Inhomogenitét b,

Aus den vorangegangenen Abschnitten gilt ideal:

Dann, wenn:
b2_1—a2 b2_1+a2

ail—al ail—kal

e Der Anstieg a,,

Aus den vorangegangenen Abschnitten gilt ideal:

Ay =1
~ +
a1+ o
tany =1 = tan L
2
=
cot ap = tanapo
=
ay - ax = 1
=
Pry =1
e Zusammenfassung beider:
by by
— = —a — =—a
b ! by ?
Oder:
by n b n
— =+a — = +a
b ! by ?
- b b
1 Oy 2 Oz
a4 L2y =4 LT
by Pxy o, by Pzy 7y

11
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3 Zusammenfassung

3 Zusammenfassung

e Der Schnittwinkel zwischen y; und ys.

2 2
ap —az Pzy Oy — 0y

tana = = 5"
1+ai-as 1+pmy Oy " Oy

e Der Schnittpunkt P (x4, ys) beider Funktionen.

by — by
Ts =
a; — ag
- by — b by — b
Ys,1 = a1 - 2 ! +b oder Ys,2 = a2 - 2 ! bo
a; — az ay — az
e Das Giitekriterium J3.
2 2 2 2
as — a -0 o oi—o0
p=2 12 2172p””y'2x2y — =20 5
—aj z — Pzy Oy Oy Oz = Pzy "0y
Fiir p,,, = £1:
B=2-az
~ 1
—ai - as
=_9 .
/60 ai 1_ Q%
=
) 1—aj-a: 1—p?
80| o a1-# = | pay - ‘ zy
Y 1- pi‘y o
Die Forderung 3y = 0 ist erfiillt fiir a; = 02 und a; - as = 1.
e Die Winkelhalbierende ¥,,.
Yw = Qy * (CU—CCS)‘H/S
Mit:
a1 + Qo tan (011 + Olg)
a, = tany = tan =
2 14 /1 + tan? (o + az)
Mit: ) )
o, +o
tan (a1 + ag) = aLtaz _ p"”yz .z Y _D-E
1—aq-as l—pwy Oy Oy
Unter engen Randbedingungen.
e Die Winkelhalbierende (y,, ohne Inhomogenitit.
Ys
0Yw = —— T =00y * T
Ts
e Idealbedingungen.
1 b1 b
aj - ag = — =—a — =—a
102 b 1 by 2
Oder: b .
1 2
. frd 1 _— = _— =
ai - az b +a1 by +az
- b b
2 1 Oy 2 Oy
2 L 4 2=ty 2
pf,y b2 pZE’Lj O bl pZE’lI O_y

2Praktisch uninteressant.
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4 Beispiel

4 Beispiel

4.1 Basiswerte nichtinvertiert

T; Yi 1 Ti- X Ti Y (x; — DUM)Q (ys — yM)2
128 100 1 16 384 12 800 321 489 121 627
256 250 2 65 536 64 000 192 721 39 502
440 510 3 193 600 224 400 65 025 3752
640 160 4 409 600 102 400 3025 83 376
768 400 5 589 824 307 200 51329 2377
896 520 6 802 816 465 920 40 401 5077
1152 | 750 7 1327 104 864 000 208 849 90 752
1280 | 900 8 1 638 400 1152 000 342 225 203 627
| 5560 | 3500 | 8 || 5043264 | 3192720 [ 1179064 550090 ||
Aus den obigen Zahlen folgt:
o dwyhon—{z}-{y} _3192720-8 55603500 _ 5581360 _ oo
YT {ral on—{z}-{z}  5043264-8 — 55602 9432512
=
po_ Lz} {y) —{z-y}-{a} _ 50432643500 — 3192720 -5560 _ 353794560 _ o
YT ey on—{a} - {a} 5043264 - 8 — 55602 T 9432512 7
=
(@—xm)*{ 1179064
102 = { } _ 7064y 7ags
n
=
1. = 383,90
=
{(y - y]\4)2}
0] = _ 55009 _ 68761,25
n
=
10, = 262,22
- 383,90
10z 9
oy = a1 - 2% — 10,5928 - = 0,866
Woy =105 =0 262,22
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4 Beispiel

4.2 Basiswerte invertiert

T Yi i i X4 T Yi (i — $M)2 (yi — yM)2
100 128 1 10 000 12 800 121 627 321489
250 256 2 62 500 64 000 39 502 192721
510 440 3 260 100 224 400 3752 65 025
160 640 4 25 600 102 400 83 376 3025
400 768 5 160 000 307 200 2377 5329
520 896 6 270 400 465 920 5077 40 401
750 1152 | 7 562 500 864 000 90 752 208 849
900 1280 | 8 810 000 1 152000 203 627 342225
| 3590 | 5560 | 8 || 2161100 | 3192720 [ 550090 1179064 |
Aus den obigen Zahlen folgt:
o {z -y} -n—{z} {y} 3192720 -8 — 35905560 5581360 L 2683
*T{o-ay -n—{a}-{a}  2161100-8 — 35902 4400700
=
- {z-z} - {y} — {z -y} {z} 21611005560 — 3192720 - 3590 553851200 195, 855
T e ay n—{a} - {a} 261100 - 8 — 35902 4400700 7
=
{(l‘ — l‘]\/j)Q
002 = } _ 250090 _ 68761, 25
n
=
20y = 262,22
=
{(y )’} 1179064
20, = } = = 147383
n 8
=
20, = 383,90
= 262, 22
20y 9
= ay - =1,2683 - =0, 866
2Pzy a2 20y ) 383, 90 )

16



4 Beispiel

4.3 Erweiterte Werte

Py = 1Pzy = 2Py = 0,866

=
Oy =105 = 20, = 383,90
=
Oy = 10y = 20, = 262,22
~ 0,5928 — 1, 2683
ap — as B -4
tan o = - —0,3856
ana ‘1+a1~a2 ’1+0,5928~1,2683 ’
- 1,2683 — 0, 5982
a2 — a1 5 — Y,
_. —9. — 2,083
s 1-a 1-0,59282 ’
=
25 = —130,788 ys = —40,023
- 0,5928 + 1, 2683
t = — : =175
an (a1 +az) = 77 0,5928-1,2683
- + 7.5
aq a9 s
a. = tan~y = tan = = 0,8755
v 7 2 14+ /147,52
Wobei:
ay - as = 0,5928 - 1,2683 = 0, 7518 < 1
—1,5707 = —g < arctan7,5 = 1,438 < +g — 41,5707
=
Yo = 0,8755 - & + T4, 482
= 40,023
Ys - )
=" r=—" 2 =0,306-2 = gy -
0w = T T 130,788 T 0w
a;-an =1 b—l =a b—z =a
1 2 — b2 — U1 b]_ — U2
=
0,752 <> 1 0,298 <> 0, 5982 3,355 <> 1,2683
Sowie:
pr, =0,75#1
Und:
18| = 0,227 # 0

17
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5 Beispiel - Idealfall

5 Beispiel - Idealfall

5.1 Basiswerte nichtinvertiert

T; Yi { Ti X4 Zi Y (w5 — DUM)Q (yi — yM)2
1 -0,5 1 -0,5 1 0,25
2 0 2 0 0 0
3 +0,5 3 9 +1,5 1 0,25
L s [ o [3] v | +« [ 2 05 |

Aus den obigen Zahlen folgt:

_{z-ydn—{a}-fy} _1-3-6-0_3
{z- -z} -n—{z} {z} 14-3 — 62 6

ai

=0,5

=
b _{x~w}-{y}—{x~y}-{w}_14-0—1~6_;6__1
YU ey on—{a)-{a}  14-3-62 6
=
{(x—xM)Q} 9
0= 2 = —0,667
n 3
=
105 = 0,8165
=
9 {(y*yM)Q} 0,5
102 = - ==~ =0,167
=
1oy = 0,4082
=
10 0,8165
Wy =01 =07 0,4082
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5 Beispiel - Idealfall

5.2 Basiswerte invertiert

T Yi { Ti- X i Y (x; — $M)2 (yi — yM)2
0,5 1 1 0,25 0,5 0,25
0 2 2 0 0 0 0
+0,5 3 3 0,25 +1,5 0,25
| o | 6 [3] 0,5 \ +1 | 0,5 2

Aus den obigen Zahlen folgt:

. Az-y}on—{x}-{yy 1-3-0-6 3 _y
" fr 2y n—{a}-{a} 0,5-3-0%2 1,5

=
bzz{m-x}~{y}—{m-y}-{m}:0,5-6—1~O: 3 _s
{z- -z} -n—{z} {z} 0,5-3—02 1,5
=
(z —z)°
205:{ }:0’5:0,167
n 3
=
20p = 0, 4082
=
2
9 {(y*yM)} 2
20} = = = 5 = 0,667
=
20, = 0,8165
=

ey =02 T 70,8165

20, _, 0,4082 _

20
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5.3 Erweiterte Werte

piy_12_1
=
al-a2:0,5-2:1
- 2-0,5
a2 — a1 - Y,
b 1—a2 10,52
- 1 1-0,5-2
—aq - as —-0,5-
=la;  — 22| =10,5- — 2" 21 =0
Bol = |o1- 02 P 120,52
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6 Anhang

6 Anhang
6.1 Allgemeine Terme
e Term A
A 10 a1=1
|
| s
| e
|
Ry
i 2
e Term B
g ”
/Jp:B
[ Pe2
0,51~ ~ Pw2
PwS 3 :
-4 20 o 2 4p
P 1‘ 7105
w Pel" It
p=B
’ 1
= X 1
PP = 7]‘7 - Pp = 1,
1 ( 2> 0,2 (+ +2)
=
1 1
Py = (—f; 1 x/é) Pu,3 = (0;0) Pya= <+\/§;+4 : JE)
e Term C'
107 —
- 5
- oy=C
- o
4 2 0 N2 4
5 Gy=a\\\
10
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6 Anhang

ox=1

10

e Term D

e Term F

P.o=(+1;+2)

P = (_15 _2)

24



6 Anhang

6.2 Giitekriterium [

— —
n = by b v a n o
+ - I b I
i o A + < o ~
L, 2 I,
® =

(o} o o1 e

25



6.3 Giitekriterium ||

6 Anhang

!
4

8
6
4
2

-2

-4
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