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1 Ubersicht

1 Ubersicht

1.1 Darstellungsmoglichkeiten
1.1.1 Allgemein

Nach Frederik ,,Frits* Zernike (1888 - 1966) benannte Orthogonalpolynome. Nutzung vor allem in
der geometrischen Optik.

Die Polynome konnen unterschieden werden in gerade und ungerade Zernike-Polynome.

Gerade Polynome
Z5™ (ps¢) = RY™ (p) - cos (m - )

Ungerade Polynome
Z7™) (p,6) = B (p) - sin (m - 9)

Wobei fiir m und n gilt:
(neN)>(meN)>0

¢ wird als azimuthaler Winkel und p als der normierte radiale Abstand bezeichnet. Fiir diese gelten
Randbedingungen:
0<¢<2r 0<p<1

Die Hiillkurve der Trigonometrischen Funktionen, die Radialpolynome R%m) (p) sind berechenbar

iiber:

n—m

2 (=1)F-(n—k)! ~p"‘2k
R (p) = o k(AR (R k)]

n

wenn 5 € N

0 sonst

Das Radialpolynom ist nur definiert, wenn der Wert n — m ein gerader ist.
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1 Ubersicht

1.1.2 Mittels I', o F; und P,??ﬁ
Es existieren weitere Schreibweisen.

Hier fiir das Radialpolynom:

L (n+1) 2F (*”IQ*”; I - #) .
F(2+T§—m).r(2+7721+m) P

Wobei I (2) die Gammafunktion und s F (a; b; ¢; z) eine hypergeometrische Funktion darstellt.

Unter gegebenen Randbedingungen kann eine weitere Darstellung angegeben werden mit Hilfe von
Jacobi-Polynomen P2 ().

n—m

R () = (-1)7 P (11— 2%)
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1.1.3 Produkt

Die Zernike-Polynome konnen als Produkt von Radialpolynom R und der trigonometrische Funktion
G dargestellt werden.

Z(p,¢) = R(p)- G (o)

Zu erkennen ist, dass eine Rotation des Zernike-Polynoms um ¢ + « nicht die ,,Form* des Polynoms
R (p) éndert.
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1.1.4 Erweitert

Gegeben sei das Symbol € mit:

Em;n -
1 sonst
=
1 2 wenn m=0; n#0
2 =
Emin 1 sonst

Weiterhin die Relation:

2-l+m+n=4

m-+n
2

1=2—

So kann ein Erweitertes Zernike-Polynom ®(p;¢) beschrieben werden.

1 1

P (p;9) = 2 'Al;m;n'Rgzm) (p)-cos (m - §) P (p;9) = 2 'Al;m;n'Rgzm) (p)-sin(m - @)
=

] 1 n m Z D(p;0)

1 2 0 0 1 1

2 1 1 1 1 V2. p-cosd

3 1 1 1 1 V2. p-sing

4 1 2 0 2 V3-(2-p%—1)

5 0 2 2 1 V6 - p? - sin2¢

6 0 2 2 1 V6 - p? - cos2¢

7 0 3 1 1 V8- (3-p°—2-p) -sing

8 0 3 1 1 V8- (3-p°—2-p)-cos¢

9 -1 3 3 1 V8- p? - sin3¢

10 -1 3 3 1 V8- p? - cos 3¢

11 0 4 0 2 V5-(6:-p*—6-p*+1)

12 -1 4 2 1 V10- (4-p* =3 p%) - cos2¢

13 -1 4 2 1 V10- (4-p* =3 p%) -sin2¢

14 -2 4 4 1 V10 - p* - cos4¢

15 ) 4 4 1 V10 - p* - sin4¢

Der Ausdruck A;.p,.y, ldsst sich fiir Werte von j < 15 vereinfacht berechnen durch:

%-\/n—kl wenn —— =2

€ m;in

Apn = 4V +1 wenn —— =1 und n € {0;1}

(i) m;in

V2-v/n+1 wemn —— =1 und ne€ {2;3;4}

min
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n Egj.n Al;m,n K'Al;m;n
1 0 1 V1 V1
2 1 1 V2 V2
3 1 1 V2 V2
4 2 2 V3-0,5 V3
5 2 1 V32 V6
6 2 1 V3-V2 V6
7 3 1 V42 V8
8 3 1 V42 V8
9 3 1 V42 V8
10 3 1 Vi -2 V8
11 4 2 V5-0,5 NG
12 4 1 V52 V10
13 4 1 V5 -2 V10
14 4 1 V52 V10
15 4 1 V52 V10

Aus dieser Art der Zernike-Polynome werden die in der Optik benutzten abgeleitet, lediglich andere
Koeffizienten von A werden genutzt.
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1.2 Eigenschaften der Radialpolynome

Die ersten Radialpolynome tabellarisch aufgelistet.

n m n—m e N RrR{™ (p)

0 0 +0 v R (p) =1

0 1 -1 2 RV (p)=0

0 2 2 % R (p)=0

0 3 3 2 R (p)=0

0 4 4 % RV (p)=0

1 0 +1 % R (p)=0

I I +0 N R (p) = p

1 2 -1 % R (p)=0

1 3 2 2 R (p)=0

1 4 3 2 Y (p)=0

2 0 +2 v RY (p)=2p2—1
2 1 +1 ? RV (p) =0

2 2 +0 N Ry (p) = p?

2 3 1 2 RS (p) =0

2 4 -2 % R§3) (p)=0

3 0 +3 2 R (p)=0

3 1 2 N R (p) =3p> — 2
3 2 +1 2 R (p) =0

3 3 +0 N RS (p) = p°

3 4 -1 % RV (p)=0

4 0 +4 Y, R (p) = 6p* — 6p> + 1
4 1 +3 % RY (p)=0

4 2 2 N RY (p) = 4p* — 3p7
4 3 +1 % R (p)=0

4 4 +0 N R{Y (p) = p"

Eine grundlegende Eigenschaft des Radialpolynoms:

RU™ (1) =1

Es besteht die Moglichkeit das Radialpolynom aufzusplitten:

R(m)

2n—m

n—m

QU (p) = (-1)°

s=0

(p) = Q™ (p) - p™

(2n —m — s)!

sl-(n—8)!-(n—m—s)!

Uber Q(p) konnen Wellenfronten dargestellt werden.
Ein Sonderfall von Q(p) fiir m = 0.

n

QY (p) = > (-1

s=0

(2n — s)! '
(n—s)!-(n—s)! r

RY) (p) = Q) - (p)

p

2(n—m—s)

2(n—s)
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n Q1 (p) = Ry (o)

0 1

1 207 —1

2 6pt —6p? + 1

3 2005 — 30p* +12p% — 1

4 70p% — 140p° + 90p* — 20p* + 1

Eine weitere Eigenschaft des Radialpolynoms:

1

N(m)_i /
n n+1

N=+1 NY=+1 NP=+1 NY=41 N"=+11

Dadurch besteht eine Moglichkeit, die Orthogonalitit und Normalitidt von R(p) nachzuweisen.

1

(m) (p) - RO dp e s

o—__

Die Zernike-Polynome sind Orthogonalpolynome.
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1.3 Beschreibung von Wellenfronten

Es war oben gezeigt:

- n-m s 2-n—m—s)! ‘(n—m—s
Qg)(P):g(*l) ’S!.(n(—s)!.(n—ni—s)!.pz( )
%
0 - s (2-n—3s)! 2:(n—s
Q%)(p)zszo(—l) "l (n—s)!-(n—s)"p( )

Beide Werte werden eingesetzt in:

> w= AW+§:
n=1

Unter der Annahme dass AW = 0 gilt, ist die Wellenfront definiert.

An : Q»SO) + Z Q(m) : ( nym ° Ccos (m : d)) + Cn;m : SiIl (m ) ¢))]

oo

AWn;m = Z

J=1

Ap - Q%O) (p) + Z lem) (p) - p™ - (Brym - cos (m - @) + Cy.py - sin (m - 925))]
m=1

Die polynomialen Koeffizienten A,, ; By, ; Cp,m Werden individuell vergeben und kénnen je nach
Anwender sich unterscheiden. Werden beide hier 1 gesetzt und die einzelne Welle ist erfragt, gilt:

AWoi = Q) (p) + Y Q™ (p) - p™ - (cos (m - ¢) + sin (m - )

m=1
=
n AW
0 [ AWom =0 (»)
AWy = Q) (p) + @S (p) - p - (cos ¢ +5in )
2 | AW = QY (0) + Q) (p) - p - (cos ¢ +sing) + QY (p) -
P2 (cos (2- ) +sin(2-9))
=

n AW

0 AWon = 1

AI/Vl;m :2'p2+p'(COS¢+SiH¢))—1

2 Asz:m:6-p4—6-p2—i-(3',02—2)-p-(cosqﬁ—|—sin¢>)+
PP (o5 (2 ) +5in (2- 6)) + 1

[un—y

Ahnlich der Fouriersynthese baut sich fiir ein n — oo die Funktion der Wellenfront auf.

Abweichungen davon bewirken Wellenfrontfehler in der Optik.
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1.4 Physikalische Zusammenhinge

Die Europiischen Einheiten der Optik:

Sphérischer Brechwert S
Zylindrischer Brechwert C

Zylinderachse «

Amerikanische Einheiten der Optik ,,Power-Vektor-Darstellung - PWD*:

. . 1
Sphirisches Aquivalent SA =S5+ 3 C
1
Korrigierter Jackson-Kreuzzylinder - Horizontal Jo = 5 C - cos(2- )
1
Korrigierter Jackson-Kreuzzylinder - Schrig Jus = —5° C-sin(2-«)

1 .1
C=-2-/J2+ J aziotanfl% S:SAfi-C’

Es existiert ein Zusammenhang zwischen der ,,PWD* und den Zernike-Polynomen unter Beachtung
einiger, hier nicht nidher genannter Randbedingungen.

i (2) A 2.2_1
SA[dpt]=—4-\/§~Cp%[um] = —4-3. ”m*”=—12-<‘;2)

(+2) A
Jo[dpt]:—Q-\/é-Csz pm] = —2-V6- l/’g*”z—u-cos(zgﬁ)

(-2) A
J45[dpt]:72~\@062pg [um] = —2-v6- l;n’n:—12-sin(2-¢)
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2 Anwendung in der Approximation

2.1 Darstellung von 7

Folgende Radialpolynome werden zur weiteren Verwendung separiert.

(m)= 0 wenn n =even
"™ ) 1 wemn n =odd

R=R,_, 5 = R R{V; RO R R RV RY; .
=
1
1-p
2-p%2 -1
_) 3P =2p
R= 6-p*—6-p2+1

10-p°=12-p>+3-p
20-p%—30-p*+12-p%> -1

Das bestimmte Integral

+2/1
0

1 -2/3
(m) _ )0

/R":°~~°° A W

ey

besitzt von Null verschiedene Werte nur fiir m = 0, so dass sich die Berechnungsgrundlage fiir R
weiter vereinfacht.

g k
(=1)"-(n—k)! n—2k n
2eN
RO (p) = ,;::0 k!.(g_k)u (g_k)‘ 4 wenn g
n
0 sonst
Mit:
1
2 n
R(O_).,H. cdp = (—1)3
/ n=0;2;4;6;...;00 P nt1 ( )
-1
=

1

- 0 — 4 k
2. Z /RELLO;Q;KL;G;.“;OC : dp = Z 2]{ + 1 : (_1) =TT

n=0 "4 k=0

12
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2.2 Darstellung von In 2

Folgende Radialpolynome werden zur weiteren Verwendung separiert.

(m)= 0 wenn n =even
"1 1 wenn n=odd

0-p°=12-p>+3-p
0-p5—-30-p*+12-p2 -1

R=R,. 5 = R RY R Ry R R REY
=

1
1-p
2-p% -1

_ )3 =20

R= 6-p*—6-p>+1
1
2

Das bestimmte Integral

+1/1
+1/2
1 —1?3
0 +1/6
-1/7
besitzt zwei alternierende (Teil)Folgen der Art:
) +1/1 X +1/2
-1/3 14
R _0;2;4; ;00 ~dp = +]‘/5 R'ELZ)l;3;5;.A.;oo ~dp =
+1/6
0 —-1/7 0
=
1 ) 1 )
n n—1
ke o dp = S(-1)% (m) oo dp= (=1
/Rn 0;2;4;...;00 " 4P nt 1 (—1) /Rn71,3,o,...,oo P — (1)
0 0
=
(m) o k
4- Z / Rn:():Q:-i:..;oo : dfo - Z 2% + 1 : (71) =TT
n=0 0 k=0
o0 l o0
(m) o 1 -
2 Z /Rn,:l:3:5:“ dp—zm (_ ) In 2
n=1 0 k=0
=

1 1
N - 1 & Ak +3 .
R oa o d /R@__H dp— L 1
Z / n=0;2:4;...;00 - 4P + Z n=1;3;5;..;00 " 4P = 5 kz_;) CESINCIES) (-1)
0 0 =

n=0

=

1 & 4k + 3 k arctan k 1 1

= -1)'=[] ———-dk=-In2+ -7~ 1,131971754

2 ];) sy sy Y / k2 g2t gm~ 113197175
= 1
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2.3 Verallgemeinerung I
Ohne Beweis liegt offensichtlich fiir das Integral
+1

m . dp

n=m;m+2;m+4;...;00

eine Losung vor.

2 k+m—2 . n—m
(=1 t k=
2k+m+1 (=1) mt

Dann ist:

2. é m S DR (S D LU (\IJ <i - (m+ 5)> /) (i (m+ 1)))

Wobei ¥ die Psi- oder Digamma-Funktion darstellt.

Die ersten Werte aufgelistet:

m

0 T +3,14159
1 —2-In2 -1,38629
2 i—r +0,85841
3 2. In2—2 -0,61371
4 T—38/3 +0,47493
5 1—2 2 -0.38629
6 52/15 — 7 +0,32507
7 2-n2—5/3 -0,28037
8 ™ — 304/105 +0,24635
9 7/6—2-In2 -0,21963

Wobei der Grenzwert fiir m — oo bei 0 liegt.
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2.4 Verallgemeinerung II
Ohne Beweis liegt offensichtlich fiir das Integral
+1

m
Rn:m;m+2;m+4;.‘.;oo . dp

eine Losung vor.

(—1)* mit k=

Dann ist:

= 1 b 4 1 1
VI N P S— ) L - F(z(m+1);=(m+3);-1
;)ZkerJrl( V= o <2(m+ Jig(m+3); )

Wobei F die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion darstellt.

Die ersten Werte aufgelistet:

m

0 ™ +3,14159
1 2-1n2 +1,38629
2 i—r +0,85841
3 2-2-In2 +0,61371
4 T —8/3 +0,47493
5 2-In2—1 +0,38629
6 52/15 — 7 +0,32507
7 5/3—2-In2 +0,28037
8 7 — 304/105 +0,24635
9 2-In2—7/6 +0,21963

Wobei der Grenzwert fiir m — oo bei 0 liegt.
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16



3 Anhang

coocoFooooo

coococoFoooo

coocococoFooo coococRoYooo

coococococoFoo

cocoocococococoFo coocococoPoqo

coococococooco¥ coococoocoofo cococcofeo

a9
ag
a
a9

Angeben sind folgend die Koeffizienten der Zernikepolynome in Abhéngigkeit von m und n.

3.1 Zernikekoeffizienten

3 Anhang

Fortsetzung folgt
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Fortsetzung
a9
ag
- m=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a
a9
6 0 0
0 0
0 0
+6 +1
0 0
-5 0
0 0
0 0
0 0
0 0
7 0 0
0 0
+7 +1
0 0
-6 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
8 0 0
+8 +1
0 0
-7 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
9 +9 +1
0 0
-8 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

=

RS{") =ag-2°+as-2®+ar-2" +ag-2%+as- 2" +as-at+az-2® +ag 2 +ar -t +ag- 2
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3.2 Integralwerte I

+1
Losungen des Integrals [ R%m) -dp
-1
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3 Anhang

3.3 Integralwerte I1
+1
Losungen des Integrals [ R%m) -dp
0

e Fiirn = 0;2;4;...;2k gilt:

0 +1
/Rgm>-dp=+/R;m>-dp
—1 0

e Fiirn =1;3;5;...;2k + 1 gilt:

ISTEX 22
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