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1 Ubersicht

1 Ubersicht

1.1 Legendre-Polynome
Gegeben ist die Differentialgleichung (Legendre-Gleichung) folgender Form: [001]

2\ 1 / m2
1—- -2 (l+1) - =0
(1-2%)y fcy+((+) 1_x2>y
Nichtsinguldre Losungen ergeben sich nur fiir die Randbedingung:
x € [-1;+1]

Sowie:
[l € Ny m € Ny mit [>m>0

Losung obiger Legendre-Gleichung sind die Legendre-Polynome.
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1.2 Gewohnliche Legendre-Polynome

Die Gewdhnlichen Legendre-Polynome sind berechenbar iiber!:

1 d o, !
y="n@)=gg g (1)
Die ersten Polynome.
Po(x)z].
P (z)==x
3 1
P2($)Z§$2—§
5 3
P (m):§x3—§x
35 15 3
P — - 4 _ -2 =
1(@) =Fo - T g
1
Py (x):§x5_%z3+§5x
231 315 105 )
P _ ol 6 9o 4 100 5 O
e T T RS TR T?
429 . 693 5 315 4 35
A e v T T T

Wobei in der Fachliteratur der Nenner ausgeklammert wird.

1-Py(z)=1

1-P(z)=2x

2-Py(z) =322 — 1

2- Py (z) = 52 — 3z

8- Py (z) = 352* — 302% + 3

8- Ps (x) = 632° — 702> 4 152
16 - Ps () = 2312° — 3152* +1052% — 5
16 - Py (x) = 42927 — 69325 + 3152° — 35z

+1 0 wenn n = even

4 1 wenn n = odd

Weitere im Abschnitt Approximation

el

5

Die oben aufgelisteten Polynome grafisch dargestellt.

IEs gibt eine Vielzahl von weiteren Berechnungsvorschriften.
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1.3 Zugeordnete Legendre-Polynome

Die Zugeordneten Legendre-Polynome sind definiert durch:

m m o d"
Yy = Py (x) = (1) (1 - 1'2) : WPI ()
N 1) e
_1 m n JiH+m .
y=Pin (2) = = (1=2%) % 0 (2 = 1)

Der Sonderfall mit m = O:

(1—2*)y" =22y +1(1+1)y=0

= l
d 9 1
v=P@ =gy g (1)
= 1
1 d l
y:BO(x):ZTl'W(xz_l)
=

Legendre-Polynome sind orthogonal:

+1
2 (I +m)!
/le(x)P’“m(m)dw_m' IR
—1
1

.
[ P @) P )= 30 = (b

=
+1 )
P P = —
/ 1o () Pro () da DT 151k
21
+1 .

S1
Die ersten zugeordneten Legendre-Polynome lassen sich rekursiv berechnen:

(=m)P" (2) =2 (2 = 1) P2y () = (+m — 1) B, (z)

IP) (w) =2 (20 = 1) Py (x) = (1= 1) P (2)

Die ersten 6 Polynome:

Poo (z) =1

Plo(l' =T

Pll(l’ :7\/17{E2
(
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Zugeordnete Legendre-Polynome grafisch dargestellt.

Das vorgeschriebene Intervall fiir = induziert die Nutzung einer trigonometrischen Funktion, dann:

z = cos?

= —3sin¥ cos v

3sin? 9

Fiir = cos ¥ sind andere zusitzliche Orthogonalititsbeweise beschrieben.
™
/ | P, 00819\2 sind-dd =1
0

Ein vollstindiges Orthogonalsystem auf der Einheitskugel bilden die Kugelflichenfunktionen defi-
niert aus Pj,,,cos?:

2041 (I—-m)!
Yim (0;9) =4 ———  —= & P, cosv
im (U5 ) \/47T Tt i, COS
Die zugeordnete Legendre-Gleichung jetzt:

m2

sin® 9

y"+cot19-y'+[l(l+1)— }y:O

y' +cotd -y +1(1+1)y=0
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1.4 Zugeordnete Legendre-Funktionen 2. Art

Ahnlich wie bei der Legendreschen Gleichung stellen die zugeordneten Legendre-Polynome P;,,
nur eine Gruppe von Losungsfunktionen der verallgemeinerten Legendreschen Gleichung dar. Die
zugeordneten Legendre-Funktionen 2. Art Q;,,,(X) stellen ebenso Losungen dar. Auch fiir sie gilt Qg
= Q; mit den Legendre-Funktionen 2. Art Q;(x).

Folgend die ersten Funktionen aufgelistet.

o= L2
1 1+z
Ql(x):ixlnli—x
Q2($)=3x24_1n1tz—3§
=
1+
2-Q0(x):1n1tx
1+z
4~Q1(x):2xlnli_x
8.Q2(x)=2(3x2—1)1ni”3—123;
12-Q3(x):3(5x3—3x)1n1f—x—30x2+8
=

05 0 05
X

Grafische Darstellung von Qrn—0;1;2;3 ().
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2 Anwendung in der Approximation

2.1 Darstellung von 7

Gegeben ist folgendes Integral:

+1
. 2 2 2 2

(-1 '/PT%:O;l;Q;...;oo (:c)dmz—ki;—g;—kg;—?;...

]

Dessen Losungen eine Folge darstellt:

+1 2
(=" /PE:O;l;Z;...;oo (x)dz = (=1)" - 2n+1
]

Wobei gilt:

[e%s} 2 m

> (-1)" =7

2n+1 4

n:O

Dabher:
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2.2 Darstellung von In 2

Gegeben ist folgendes Integral:
(—=1)"- /P/n:hg;g;m;oo(x)zdx = —2:4+6; —12; +20;...

Dessen Losungen eine Folge darstellt:

+1
(_1)n : /P/n:1;2;3;..‘;oo(x)2dx = (—1)2 ‘n-(n+1)

Wobei gilt:
o)
1 1
> o ( " = 5~ n2
n=1 e (’I’L + )
Daher:
1 n . 2
s Z (-1)"- /P',,,(.r) dx =1n2
n=1 1
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3 Anhang

3.1 Polynome der Form P? (z)

2-Fy () ={ +2
2. P; (z) ={ +2a?
4-P5 () ={ 4+92* — 627 + 1
4. P§ (x) = { +252°% — 30z* 4 922
Cp2 oy A1.2252% — 2.1002° + 1.110z*
64- Fi(w) = { ~18022 + 9
o2y [ 43969210 —8.8202° + 6.79025
64- F5 (2) = { ~2.1002* + 2252°
o2y [ +53.361'% — 145.5302'0 4 147.7352°
256 Fg () = { —68.4602° + 14.1752* — 10502 + 25
256 - P2 (1) = +184.0412' — 594.5942'2 + 750.51921°
7T —466.6202® + 147.7352° — 22.05024 + 1.22522
+41.409.225216 — 154.594.440214 + 233.477.244212
16384 - P3 (z) = { —182.702.5202'° + 78.745.5902% — 18.304.440x5
+2.072.700z* — 88.200z% + 1.225

+147.744.0252"8 — 625.739.400216 + 1.100.565.1802:14
16384 - P2 (z) = { —1.039.878.840z'2 + 570.143.574x'0 — 182.702.5202°
+32.695.74025 — 2.910.6002* + 99.22522

Die grafische Darstellung dazu.
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3.2 Polynome der Form P’ (z)’

1-P'y(z)* = {+1
1 P'y(2)” = {+92?
4. P'y(x)? = {+2252* — 902% + 9
4-P'y(x)? = {+1.22525 — 1.0502* + 2252°
;o[ 499.22528 — 132.30025 4 53.5502%
64- Ps(@) _{ —6.300 % 22 + 225
;o[ +480.249210 — 873.180a° + 542.4302°
64 Po()” = { ~132.3002" + 11.0252”
256 - P'a(z)? = +9.018.009'2 — 20.810.7902° + 17.681.89528
T —6.759.06028 + 1.135.5752% — 66.15022 + 1.225
14 12 10
256 Ply(x)” = { +41.409.2252'* — 115.945.8302'2 + 125.756.63 12

—66.486.4202% + 17.681.89525 — 2.182.9502* + 99.225x2

+11.967.266.025216 — 39.421.582.20021¢ + 52.175.623.500212
16.384 - P'g(z)* = { —35.497.261.800x + 13.179.716.5502% — 2.610.808.2002:
+248.856.3002% — 8.731.80022 + 99.225

Die grafische Darstellung dazu.
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